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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Содержание предлагаемого учебного пособия «Линейные цепи» 
соответствует программе по разделу «Геория линейных цепей» курса 
теоретических основ электротехники, утвержденной Учебно-методи- 
ческим управлением по высшему образованию МВ и ССО СССР. 

Порядок изложения материала отличается от принятого в учебной 
литературе. Отличие состоит в том, что не делается строгого разгра- 
ничения между установившимся и переходным процессами. 

Изложение материала начинается с анализа цепей во временной 
области, т. е. с классического метода, который позволяет более полно 
выявить физическую сущность процессов в цепях. 

Анализ вынужденных режимов рассматривается одновременно для 
синусоидальных и экспоненциальных воздействий. Соответственно 
совместно рассматриваются преобразования Фурье и Лапласа, а затем 
спектральный и операторный методы анализа линейных цепей. 

Изложение ведется следующим образом. С самого начала вводятся 
и затем на протяжении всего курса применяются такие важные поня- 
тия, как дуальность, импульсные функции и характеристики, комп- 
лексная частота и плоскость комплексной частоты, функции цепи 
и их нули и полюсы, частотные характеристики. Это способствует 
лучшему усвоению указанных краеугольных понятий. 

Принятый порядок изложения, по нашему мнению, позволяет полу- 
чить более логическое построение курса и более глубокое понимание 
важнейших понятий и положений современной теории цепей, необхо- 
димых для синтеза и проектирования цепей, а также многочисленных 
ее приложений. 

При изложении материала предполагалось, что читатели имеют 
достаточную подготовку по разделу «Электричество и магнетизм» 
курса физики и по соответствующим главам курса высшей математики. 

Автор выражает искреннюю признательность всем преподавателям 
кафедры ТОЭ ЛЭТИ, которые в течение ряда лет принимали участие 
в отработке программы на лекциях и практических занятиях со сту- 
дентами. 

Автор приносит глубокую благодарность рецензентам проф. В.Е. Бо- 
голюбову, проф. И. М. Чиженко и доцентам Ю. Ф. Выдолобу 
и О. Б. Толпыго, сделавшим много ценных замечаний и предложений. 

Автор



ВВЕДЕНИЕ 

Несмотря на большое разнообразие электротехнических устройств 
и устройств радиоэлектроники, общим для них является то, что все 
они представляют электромагнитные устройства, в которых происхо- 
AAT процессы, подчиняющиеся одним и тем же законам электромагне- 
тизма. В любом электромагнитном устройстве мы имеем дело с дви- 
жением электрических зарядов, с которым неразрывно связано изме- 
няющееся во времени и пространстве электромагнитное поле. Двумя 
сторонами этого поля являются электрическое и магнитное поля. 

Электромагнитные процессы сопровождаются взаимным преобра- 
зованием энергий электрического и магнитного полей или преобразо- 
ванием электромагнитной энергии в другие виды энергии. Точный 
анализ этих процессов, описываемых системами уравнений в частных 
производных (уравнений Максвелла), представляет задачу, трудно 
разрешимую даже в простейших случаях. Но для инженерных расче- 
тов и проектирования устройств необходим количественный анализ. 
Поэтому возникает потребность в приближенных методах анализа, 
которые позволяли бы с достаточной степенью точности решать широ- 
кий круг задач. Гакие методы дает теория электрических цепей, кото- 
рая для характеристики электромагнитных процессов вместо вектор- 
ных величин теории поля, зависящих от пространственных координат 
и времени, вводит интегральные скалярные величины: ток и напря- 
жение, являющиеся функциями времени. | 

Для приближенного учета процессов преобразования электромаг- 
нитной энергии в теории цепей вводятся идеальные элементы с двумя 
выводами или полюсами, через которые протекает электрический ток. 
Такими элементами являются: индуктивность, учитывающая запаса- 
ние (накопление) энергии в магнитном поле; емкость, учитывающая 
запасание энергии в электрическом поле; активное сопротивление, 
с помощью которого учитывается необратимое преобразование элек- 
тромагнитной энергии в другие виды энергии. Для учета преобразова- 
ния энергии неэлектрической природы (химической, механической, 
тепловой и т. д.} в электромагнитную энергию вводится ‘элемент, 
называемый источником. Соединяя между собой соответствующим 
образом эти идеальные элементы, получают электрическую цепь, 
которая приближенно отображает электромагнитные процессы в ка- 
ком-либо устройстве по отношению к интересующим выводам. 
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Теория цепей оказывается применимой к большому числу устрой- 
ств, В которых представляют интерес процессы в отдельных точках — 
выводах. 

Конечно, далеко не все электромагнитные процессы могут быть 
анализированы на основе теории цепей. Исследование процессов на 
очень высоких частотах, включая излучение электромагнитной эпер- 
гии, определение параметров элементов цепей и др. должны произво- 
диться на основе методов теории поля. Оценка границ применимости 
самой теории цепей также требует привлечения теории поля. 

Следует отметить, что методы теории цепей применяются также 
для решения задач теории электромагнитного поля, возникающих при 
передаче энергии сверхвысоких частот по линиям и волноводам. 

Общее свойство цепей, составленных из упомянутых элементов: 
индуктивности, емкости и активного сопротивления — и называемых 
пассивными, состоит в том, что энергия в них только потребляется; 
усиление мощности невозможно. 

Если к Подобной цепи добавить хотя бы один так называемый 
активный элемент в виде управляемого электронного или полупровод- 
никового прибора, то получим активную цепь, обладающую свойством 
усиления мощности. 

В тех случаях, когда параметры всех элементов цепи можно при- 
нимать независимыми от напряжения или тока, цепи называют линей- 
ными. Но если параметр хотя бы одного элемента зависит от величины 
тока или напряжения, то цепь называют нелинейной. 

Данная книга посвящается изложению основ анализа линейных 
цепей, пассивных и активных. 

Роль теории цепей для инженера-электрика необычайно велика. 
Она дает важнейшие понятия и аналитический аппарат, который 
используется для расчетов не только электрических, но и любых 
других физических систем. 

Знание теории цепей совершенно необходимо для успешного усвое- 
ния студентами всех последующих специальных дисциплин. Оно 
необходимо также для работы инженера при исследованиях, расчетах 
и проектировании вновь создаваемых устройств и систем. Теория 
цепей образует фундамент, на котором базируется вся профессиональ- 
ная творческая деятельность инженера-электрика. Залогом успеха 
в этой деятельности является хорошее усвоение аппарата анализа 
электрических цепей и умение применять его для решения практи- 
ческих задач.



ГЛАВА ПЕРВАЯ 

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНЫХ 

ПАССИВНЫХ ЦЕПЕЙ 

$ 1.1. ТОК, НАПРЯЖЕНИЕ И ЭНЕРГИЯ В ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ 

ЦЕПИ 

Электрический ток и напряжение принимаются в качестве основных 
величин, характеризующих состояние электрических цепей. 

Напомним кратко определения этих понятий, известные из физики, 
и установим условия их однозначного задания. Электрический ток 
в проводниках представляет явление упорядоченного движения элек- 
трических зарядов. Под словом ток понимают также интенсивность 
или силу тока, измеряемую количеством электрического заряда а, 

прошедшего через поперечное сечение провод- 
aia 3 ника в единицу времени: 

a) . ; . Aq — dq т] 

— + = ps IMM АЕ = 4 (1.1) 

и р Следовательно, ток представляет скорость 
изменения заряда во времени. В системе СИ 
заряд измеряется в кулонах (к), время — в се- 

5) 4) кундах (сек) и ток — в амперах (а). 
Как отношение двух скалярных величин ток 

Рис. 1.1 является скалярной алгебраической величиной, 
знак которой зависит от направления движе- 

ния зарядов одного знака, именно условно принятого положитель- 
ного заряда. Для однозначного определения знака тока достаточно 
произвольно выбрать одно из двух возможных направлений за поло- 
жительное направление, которое отмечается стрелкой (рис. 1.1, а). 
Если движение положительного заряда происходит в направлении 
стрелки, а движение отрицательного заряда — навстречу ей, то ток 
положителен. При изменении направления движения зарядов на 
противоположное ток будет отрицательным. 

Задать однозначно ток в виде некоторой функции времени можно 
только после указания выбранного положительного направления 
тока. Поэтому перед началом анализа необходимо указать на всех 
участках цепи положительные направления токов, выбор которых 
может быть произвольным. 

Прохождение электрического тока или перенос зарядов в цепи 
связаны с преобразованием или потреблением энергии. Для определе- 
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ния энергии, затрачиваемой при перемещении заряда между двумя 
рассматриваемыми точками проводника, вводят новую величину — 
напряжение. Напряжением называют количество энергии, затрачи- 
ваемой на перемещение единицы заряда из одной точки в другую: 

Aw dw (1 2) 
u== lim Ag dq’ 

» 4g—0 

где w — энергия. 
При измерении энергии в джоулях (дж) и заряда в кулонах (к) 

напряжение измеряется в вольтах (в). 
Напряжение как отношение двух скалярных величин также яв- 

ляется скалярной алгебраической величиной. Для однозначного 
определения знака напряжения между двумя выводами рассматри- 
ваемого участка цепи одному из выводов условно приписывают поло- 
жительную полярность, которую отмечают либо стрелкой, направ- 
ленной от вывода, либо знаком «-» (рис. 1.1, би в). Напряжение 
положительно, если его полярность совпадает с выбранной; это озна- 
чает, что потенциал вывода со знаком «+», из которого выходит стрел- 
ка, выше потенциала второго вывода. 

Перед началом расчетов должны быть указаны выбранные положи- 
тельные полярности напряжений — только при этом условии возможно 
однозначное определение напряжений. 

Хотя условно положительную полярность напряжения можно 
выбирать произвольно, обычно удобно выбирать ее согласованной 
с выбранным положительным направлением тока, когда стрелки для 
тока и напряжения совпадают или знак «+» полярности напряжения 
находится в хвосте стрелки, обозначающей положительное направ- 
ление тока. При согласованном выборе полярности, очевидно, доста- 
точно ограничиться указанием только одной стрелки положительного 
направления тока. 

Если возникает необходимость выбора положительной полярности 
напряжения, не согласованной с положительным направлением тока, 
то приходится указывать две встречно направленные стрелки: для 
тока и для напряжения. Это не очень удобно. Поэтому для обозначе- 
ния условно положительной полярности будем применять знак «--» 
у одного из выводов участка цепи. 

Из определения напряжения (1.2) получаем выражение энергии, 
затраченной на перемещение заряда 4 на участке цепи с напряжением и 
к моменту времени 7: 

t t 

w= \ udq= \ uidt. (1.3) 
CO — с 

Здесь суммируются все энергетические процессы при действии 
напряжения, начиная от # = — oo, где энергия принимается равной 
нулю, до рассматриваемого момента. Дифференцирование этого ра- 
венства по времени дает выражение скорости изменения энергии 
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во времени, т. е. мощности, измеряемой в ваттах: 

р xe vi. (1.4) 

Мощность в электрической цепи, равная произведению напряжения 
на ток, также является алгебраической величиной. Знак ее опреде- 
ляется знаками напряжения и тока: при совпадении этих знаков 
мощность положительна, что соответствует потреблению энергии 
в рассматриваемом участке цепи; при несовпадении знаков напряже- 
ния и тока мощность отрицательна, что означает отдачу ее из участка 
(такой участок цепи является источником энергии). 

Ток и напряжение будем полагать функциями времени произволь- 
ной с физической точки зрения формы. В частпых случаях они могут 
быть постоянными или периодическими. 

$ 1.2. ИСТОЧНИКИ 

Под источником в теории цепей понимают элемент, питающий 
цепь электромагнитной энергией. Эта энергия потребляется пассив- 
ными элементами цепи — запасается в индуктивностях и емкостях 
и расходуется в активном сопротивлении. Указанным энергетическим 
процессам, как увидим, соответствуют создание магнитного и элек- 
трического полей и преобразование электромагнитной энергии в дру- 
гие виды энергии. Источники возбуждают электрическую цепь и 
являются причиной появления токов и напряжений в цепи. 

Напряжения или токи источников, представляющие заданные 
функции времени, будем называть также приложенными к цепи или 
возбуждающими цепь сигналами. Эти величины принимаются в ка- 
честве заданных независимых переменных цепи. В качестве примеров 
реальных источников электромагнитной энергии можно указать гене- 
раторы постоянных, синусоидальных и импульсных сигналов разно- 
образной формы, сигналы, получаемые от различного рода датчиков, 
антенн радиоприемных устройств и т. д. Указанные источники сигна- 
лов либо являются первичными источниками, в которых происходит 
непосредственное преобразование энергии неэлектромагнитной при- 
роды (механической, тепловой, химической и т. п.) в электромагнит- 
ную энергию, либо получают питание от первичных источников. 
В отличие от пассивных элементов протеканию через источник тока 
в положительном направлении соответствует повышение напряжения, 
т. е. переход от отрицательного вывода к положительному. Поэтому 
мощность источника согласно выражению (1.4) будет иметь отрица- 
тельный знак. 

Для анализа цепей удобно вводить идеализированные источники 
двух видов: источник напряжения и источиик тока, которые учиты- 
вают главные свойства реальных источников. При соответствующем 
дополнении идеализированных источников моделями пассивных эле- 
ментов, как увидим дальше, можно передать все свойства реальных 
источников по отношению к их внешним выводам, 
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Источник напряжения 

Под источником напряжения понимают такой элемент с двумя 
выводами (полюсами), напряжение между которыми задано в виде 
некоторой функции времени независимо от величины тока, отдавае- 
мого во внешнюю цепь. Независимости величины напряжения от тока 
соответствует вольтамперная характеристика, представленная на 
рис. 1.2, а и означающая, что внутреннее сопротивление источника, 
где возможно падение напряжения, равно нулю. Такой идеализиро- 
ванный источник способен от- 
давать неограниченную мощ- 
НОСТЬ. 

Если напряжение источника ut 
принимает нулевое значение, TO 0 
это эквивалентно короткому за- 0 [ 
мыканию выводов источника, a) 5) 
так как его внутреннее сопро- 
тивление равно нулю. Следует — 
отметить, что режим короткого + В 
замыкания источника, напряже- Uy Uy Uy" 
ние которого не равно нулю, | 

6) 2) ‚ противоречит определениям ис- 
точника напряжения и корот- 
кого замыкания и поэтому не Рис. 1.2 
должен рассматриваться. 

Наиболее часто применяемые условные графические обозначения 
источника напряжения представлены на рис. 1.2, 6 — д, где принятая 
положительная полярпость напряжения источника указывается либо 
стрелкой внутри кружочка, либо знаком «-». Поскольку мы услови- 
лись обозначать положительную полярность напряжения знаком «-+», 
будем применять для источника напряжения обозначение, показанное 
на рис. 1.2, в. Для источников синусоидального и постоянного напря- 
жения будем применять также общепринятые обозначения, показан- 
ные на рис. 1.2, г, д. 

Источник напряжения включается в цепь при помощи: замыкания 
идеального ключа, обладающего тем свойством, что его сопротивле- 
ние в момент замыкания мгновенно с бесконечно большого значения 
падает до нуля. 

u 

ue 

Источник тока 

Под источником тока понимают такой элемент цепи, через выводы 
которого протекает ток с заданным законом изменения во времени 
независимо от напряжения, появляющегося между выводами. Цеза- 
висимость тока элемента от напряжения, которую можно представить 
в виде вольтамперной характеристики, изображенной на рис. 1.3, а, 
означает, что внутренняя проводимость источника, куда может от- 
ветвляться ток, равна нулю. Такой источник также в состоянии 
отдавать неограниченную мощность. Равенство нулю тока источника 
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тока равносильно разрыву (холостому ходу) выводов источника, 
поскольку внутреннее сопротивление его бесконечно велико. Разрыв 
выводов источника тока, ток которого не равен нулю, противоречит 
определениям источника тока и разрыва и должен быть исключен из 
рассмотрения. 

На рис. 1.3, 6, в приведены наиболее часто применяемые условные 
графические обозначения источника тока: двойная стрелка или одна 

стрелка внутри кружочка ука- 
ы `зывают принятое положитель- 

ное направление тока источ- 
ника. Поскольку мы условились 
стрелкой обозначать только при- 
нятое положительное направле- 
ние тока, будем применять для 
источника тока обозначение, по- 
казанное на рис. 1.3, в. 

Во избежание разрыва цепи 
источника тока его выводы по- 

казаны замкнутыми накоротко с помощью ключа. Включение источ- 
ника тока в цепь должно производиться размыканием этого идеаль- 
ного ключа, сопротивление которого в момент размыкания мгновенно 
обращается в бесконечность. 

Процесс переключений в цепи, производимых с помощью идеаль- 
ных ключей путем их замыкания или размыкания, называют коммута- 
цией. В результате коммутации к цепи может быть подключен источ- 
ник напряжения или тока, а также могут мгновенно изменяться зна- 
чения отдельных элементов цепи или ее структура. 

$ 1.3. АКТИВНОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ 

Под активным сопротивлением в теории цепей понимают такой 
идеализированный элемент, в котором происходит только необрати- 
мое преобразование электромагнитной энергии в тепло или другие 
виды энергии, а запасание энергии в электрическом и магнитном 
полях отсутствует. 

Довольно близки по свойствам к этому идеальному элементу 
такие реальные устройства, как угольные радиосопротивления, peo- 
статы, лампы накаливания при относительно небыстрых изменениях 
токов. 

Символическое изображение элемента в виде активного сопротив- 
ления представлено на рис. 1.4, a, где указаны принятые положи- 
тельные направления напряжения и тока. 

Основное уравнение элемента, связывающее ток и напряжение, 
так называемая вольтамперная характеристика, определяется зако- 
ном Ома, который устанавливает пропорциональность напряжения 
и тока: 

u=Ri, i=Gu. (1.5) 
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Коэффициент пропорциональности в первом выражении, равный 
отношению напряжения и тока, представляет электрическое сопротив- 
ление 

и 
К=—. (1.6) 

Численно сопротивление равно величине напряжения на элементе 
при токе в | а. Значение сопротивления измеряется в омах. Обратная 
величина — отношение тока к напря- 
жению представляет электрическую про- 1-— u 

ВОДИМОСТЬ | р 
i 1 Ц |: 

G =7 =F (1.7) 

. . Е “fo [ 
В теории линейных цепей прини- 

мают сопротивление и проводимость по- a) д) 
стоянными величинами, не зависящими 
от тока или напряжения и других фак- 
торов. Это допущение в реальных эле- И 
ментах, так же как и допущение отсут- | 
CTBHA запасания энергии, выполняется 
приближенно. 

Линейные алгебраические соотноше- 
ния (1.5) между напряжением и током 8) 
можно представить графически в виде 
прямой, проходящей через начало коор- 
динат (рис. 1.4, 6), с угловым коэффи- 
циентом, равным значению сопротивления. Кривые напряжения и 
тока подобны (рис. 1.4, в) — их ординаты пропорциональны в лю- 
бой момент времени. 

Мощность, выделяемая в виде тепла в активном элементе, согласно 
соотношениям (1.4) и (1.5) выражается законом Джоуля — Ленца: 

\ 
Рис. 1.4 

pao = ш- ЮР би. (1.8) 

Мощность в АЮ-элементе представляет квадратическую функцию 
тока или напряжения, поэтому она не может принимать отрицатель- 
ных значений; следовательно, энергия всегда поступает от источника 
в элемент. Это происходит в силу того, что ток и напряжение в эле- 
менте в любой момент времени имеют одинаковый знак. 

§ 1.4. ИНДУКТИВНЫЙ ЭЛЕМЕНТ 

Индуктивным элементом электрической цепи называют такой 
идеализированный элемент, в котором происходит только запасание 
магнитной энергии, связанное с протеканием тока; потери и запаса- 
ние электрической энергии отсутствуют. 

Условное графическое обозначение индуктивного элемента, основ- 
ной количественной мерой которого является индуктивность (или 
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коэффициент самоиндукции) L, показано на рис. 1.5, а. Индуктив- 
ностью называют также сам элемент. | 

В первом приближении этим устройством может служить высоко- 
качественная катушка индуктивности (рис. 1.5, 6). Протекание тока i 
по катушке всегда связано с магнитным потоком Ф, представляющим 
поток вектора магнитной индукции и измеряемым в веберах (46). 
Для наглядности картину распределения поля изображают в виде 
линий магпитного поля, являющихся замкнутыми кривыми, сцеплен- 
ными с витками катушки. Число линий поля, сцепленных с отдельными 
витками, неодинаково. Поэтому вводят понятие потокосцепления, 
представляющего сумму всех потоков, сцепленных с отдельными 
витками катушки: й 

N 

v= SI O,, (1.5) 
k=] 

где N — общее число витков катушки. 
Так как согласно закону полного тока напряженность магнитного 

поля пропорциональна току, то потокосцепление при отсутствии 
| ферромагнитных тел пропорционально вели- 

._- чине тока: 
т: р V= Li. (1.10) 

| ; 

ui | |i Ф Индуктивность является коэффициентом 
| пропорциональности между потокосцеплением 
4 и током и равна отношению L = ФЛ. В cu- 

стеме СИ индуктивность измеряется в генри 
a) 0) ' (ex). Будем принимать индуктивность постоян- 

ной величиной, не зависящей от тока и вре- 
мени, что также является идеализацией и 
выполняется лишь приближенно. 

Связь между током и напряжением в индуктивном элементе уста- 
навливается на основе закона электромагнитной индукции: при 
изменении магнитного потока, сцепленного с контуром, в нем наво- 
дится электродвижущая сила, равная скорости изменения потоко- 
сцепления и направленная так, чтобы ток, вызванный ею, стремился 
воспрепятствовать изменению наводящего потока. Если ток, протекая 

Рис. 1.5 

di | 
в положительном направлении, нарастает так, что Gi 0 и > 0, 

то наведенная э. д. с. е должна иметь полярность (см. рис. 1.5, 6), 
которая при отсутствии внешнего источника создавала бы ток, на- 
правленный навстречу току ft. 

Указанной полярности соответствует положительное напряжение 
пассивного элемента, которым представляется индуктивность. По- 
этому интересующая нас связь между током и напряжением элемента 
согласно закону электромагнитной индукции имеет вид 

- aV di ие‘ = LE, (1.11) 
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Напряжение на индуктивном элементе определяется скоростью 
изменения тока. При протекании через индуктивность постоянного 
тока поток не изменяется, напряжение равно нулю, что равносильно 
короткому замыканию выводов элемента. 

Выражение (1.11) позволяет определить напряжение по заданному 
току. Если задано напряжение, то, проинтегрировав обе части выра- 
жения (1.11) в пределах от — со до & получим, что ток в любой момент 
времени 

t 

. М | 
[=т=т \ dt. (1.12) 

— oo 

Выбор нижнего предела # = — со при интегрировании вызван 
необходимостью суммирования всех изменений напряжения, имевших 
место до момента f, т. е. необходимостью учета всей предыстории эле- 
мента. Значение тока при { = — oo следует принимать равным нулю. 
Выражение (1.12) можно переписать в виде 

0 | t 

[= \ udt+ 7 \ ша =1 0) +. \ udt. (1.13) 
— 6 0 

Здесь i (0) — начальный ток, т. е. значение тока в момент # = 0, 
которое учитывает все процессы в элементе до мо- 
мента { = 0. 

Как видим, для определения тока достаточно знать величины напря- 
жения при {>> 0 и тока при { = 0; закон изменения напряжения до 
момента { = О не имеет значения. 
Рассмотрим пример. Пусть через ин- 
дуктивный элемент протекает ток тра- = /[-~7 
пецеидальной формы (рис. 1.6, а); на- | 
пряжение, пропорциональное первой ; ; т ; 
производной, будет иметь форму пря- у ? и 
моугольных импульсов (рис. 1.6, 6) 
положительной полярности в интер- у, 
валах нарастания тока и отрицатель- | 
ной — в интервалах убывания тока. 

oft) 

При этом чем быстрее изменяется TOK aT t 
и потокосцепление, тем больше ам- Е 
плитуда импульсов напряжения. В ин- 32. 
тервалах, когда ток и, следователь- . 5) 
HO, потокосцепление неизменны, Ha- Puc. 1.6 
пряжение равно нулю. 

Можно рассматривать обратный случай, когда к индуктивности 
приложено напряжение в виде прямоугольных импульсов, показан- 
ных на рис. 1.6, 6; в соответствии с законом электромагнитной индук- 
ции ток согласно (1.12) должен иметь трапецеидальную форму (см. 
рис. 1.6, а), которая при наличии начального тока будет смещена на 
величину этого тока. 
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Из соотношений (1.11) и (1.12) можно установить очень важное 
условие непрерывности потокосцепления и тока в момент приложения 
напряжения ({ = 0) к индуктивному элементу: если амплитуда напря- 
жения конечна, то потокосцепление должно быть непрерывным‘и не 
может изменяться скачком; только при этом условии будет существо- 
вать конечная производная Ч” и, следовательно, выполняться соот- 
ношение (1.11), в котором по условию Левая часть конечна. Поэтому 

WY (0 —) = (0-4). (1.14) 
Обозначив через L,_) и. L(+) значения индуктивностей до и после 

переключений в цепи, можно записать это условие в виде 

Если в процессе коммутации индуктивность не изменяется (/\_) = 
= [(+)), то ток является также непрерывной величиной и не может 
меняться скачком: 1 (0 —) =1(0 +). Если же при коммутации про- 
исходит изменение индуктивности, то согласно (1.15) ток не является 
непрерывной величиной. Приведенные условия непрерывности потоко- 
сцепления и тока используются ниже при определении произвольных 
постоянных интегрирования. 

Если в момент коммутации выполняется условие непрерывности 
тока, ‘то для этого момента (¢ = 0) индуктивность, очевидно, можно 
заменять источником тока с током { (0). В случае i (0) = 0 индуктив- 
ность для момента # = 0 должна представляться в виде разрыва. 

Рассмотрим энергетические характеристики индуктивного эле- 
мента. Мощность с учетом соотношения (1.11) равна 

р=ш 1. (1.16) 

При совпадении знаков тока и напряжения происходит запасание 

энергии, и мощность положительна, при несовпадении знаков мощ- 

ность отрицательна, что означает отдачу запасенной в элементе энер- 

ГИИ. 
Взяв интеграл от мощности в пределах от { = — oo, где ток сле- 

дует полагать равным нулю, до Ь где ток равен ¢t, получаем энергию, 
запасенную в индуктивности: 

t 

w= \ Lifat=\ Lidia. (1.17) 

Энергия в индуктивности определяется величиной тока в данный 
момент: она пропорциональна квадрату тока и поэтому не может 
принимать отрицательных значений. 

$ 1.5. ЕМКОСТНЫЙ ЭЛЕМЕНТ 

Под емкостным элементом электрической цепи понимают такой 
идеализированный элемент, в котором происходит только запасание 
электрической энергии, зависящей от напряжения, а потери и запа- 
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сание магнитной энергии отсутствуют. Довольно близким к этому 
идеальному устройству является электрический конденсатор с хоро- 
шим диэлектриком при относительно невысоких частотах. 

В случае приложения к конденсатору напряжения на его обклад- 
ках появятся заряды, равные по величине и противоположные по 
знаку, и в диэлектрике между обкладками образуется связанное 
с этими зарядами электрическое поле. Так как напряженность элек- 
трического поля пропорциональна напряжению между обкладками, 
заряд на обкладках конденсатора бу- 
дет пропорционален напряжению: 

а= Си. (1.18) 

6 

+ = Коэффициент пропорциональности р 
ГС , 

между зарядом и напряжением, рав- | | ‘| | yy i=len 
| 
| 

4 

ный отношению С = g/u, представ- 
ляет собой емкость. В системе СИ 
она измеряется в фарадах ($). Вели- 
чина емкости является основным па- a) я | 
раметром емкостного элемента, услов- jb 
ное обозначение которого представ- Рис. 1.7 
лено на рис. 1.7, а. 

Для установления связи между током и напряжением в емкостном 
элементе достаточно продифференцировать выражение (1.18). В резуль- 
тате получим зависимость тока в емкости от напряжения на ней: 

Ток в емкостном элементе определяется скоростыо изменения 
напряжения. В случае приложения постоянного напряжения TOK 
в емкости равен нулю и элемент должен представляться разрывом. 

Если задан ток, то, проинтегрировав обе части выражения (1.19) 
в пределах от — oo до & получим для напряжения на емкости 

t t 

| . ] . u=£=z \ idt=u)+z \ 14, (1.20) 
— © 0 

где и (0) = g (0)/С — начальное напряжение на емкости (при Ё = 0), 
учитывающее все процессы до момента ¢ = 0. 

Напряжение емкостного элемента определяется значениями тока 
при ¢ > 0 и напряжения при { == 0; закон изменения тока до момента 
{ = 0 не имеет значения. 

Рассмотренный для индуктивного элемента пример можно приме- 
нить И для емкостного элемента, если заменить на рис. 1.6, a, 6 TOK 
напряжением и напряжение током. В случае приложения напряжения 
трапецеидальной формы ток емкости (зарядный ток) будет иметь вид 
прямоугольных импульсов, положительных при нарастании напря- 
жения (заряде емкости) и отрицательных при спадании напряжения 
(разряде емкости).



Необходимо отметить, что ток в емкости является током смещения, 
представляющим изменяющееся во времени электрическое поле; 
природа его иная, чем у тока проводимости, которого нет в диэлектрике. 
Лишь часть этого тока можно представлять в виде смещений связанных 
зарядов поляризованного диэлектрика. Как известно, ток смещения, 
так же как и ток проводимости, всегда связан с магнитным полем, 
и его следует рассматривать как выражение общего закона электро- 
магнетизма, утверждающего, что изменяющееся.во времени электри- 
ческое поле создает магнитное поле, т. е. эквивалентно току. Этот 
закон является двойственным закону электромагнитной индукции, 
гласящему, что изменяющееся во времени магнитное поле создает 
электрическое поле. Только при введении токов смещения сохраняется 
замкнутость тока: линии тока смещения в диэлектрике являются 
продолжением линий токов проводимости в обеих обкладках конденса- 
тора (рис. 1.7, 6). 

Выражения (1.19) и (1.20) позволяют установить условие непрерыв- 
ности заряда в емкостном элементе: при протекании в емкости тока 
конечной амплитуды заряд должен быть непрерывной функцией и 
‘не может изменяться скачком; только при этом условии существует 
конечная производная 4’ и не нарушается равенство (1.19), в котором 
по условию левая часть конечна. Следовательно, - 

9(0—)=9 (0 +). (1.21) 
Это условие можно записать через напряжения, если обозначить 

через С(.) и С‹+) значения емкостей до и после коммутации: 

С И (0 —) м u (0 +). (1.22) 

Если в процессе коммутации величина емкости не изменяется, 

Ci.) = Ci,)), то напряжение на емкости также будет непрерывным: ( 
и (0 —) =u (0 -). Приведенные условия непрерывности заряда и 
напряжения также используются ниже при определении произвольных 
постоянных интегрирования. 

Для момента ¢ = 0 емкостный элемент в силу непрерывности его 
напряжения можно заменять источником напряжения с напряжением 
и (0) или коротким замыканием, если и (0) = 0. 

Мощность емкостного элемента 

p=ui=Cu, (1.23) 

Мощность положительна в интервалах нарастания энергии, когда 
энергия поступает от источника в элемент, отрицательна в интервалах 
убывания энергии, когда запасенная энергия отдается обратно источ- 
НИКУ. , 

Интегрирование выражения (1.23) в пределах от — oo до ¢ позво- 
ляет найти в предположении и (— oo) = 0 энергию, запасенную 
в емкости; 

t и 

Wo = \ Си a dt = \ Сиди = (1.24) 
со



Энергия вемкости определяется мгновенным значением Напряжения: 

она пропорциональна квадрату напряжения и поэтому не может 

принимать отрицательных значений. 

$ 1.6. ДУАЛЬНОСТЬ ЭЛЕМЕНТОВ И ИХ ХАРАКТЕРИСТИК. 

‘ПОНЯТИЕ О СХЕМАХ ЗАМЕЩЕНИЯ 

В табл. 1.1 сведепы соотношения между напряжениями и тсками 
рассмотренных элементов, которые сокращенно называют вольтампер- 
ными характеристиками. Первый столбец дает напряжение элемента 
в зависимости от тока, второй столбец — ток в зависимости от напря- 
жения; в третьем столбце приведены энергетические характеристики 
элементов. 

Таблица 1.1 

Активное Up=Rip (p= Сир PR = Rip = Gul 
сопротивление 

di, | Li; 

Индуктивность | и, = Tr p= \ u, dt w, = 

| die Си. 
Емкость Uc \ ic dt ip=C WH 

Соотношения, приведенные в этой таблице, позволяют установить 
определенную аналогию между ними. Сравнивая, например, выраже- 
ния для напряжения на индуктивности и тока в емкости или выраже- 
ния для энергии в этих же элементах, убеждаемся в одинаковой их 
структуре. Аналогия состоит в следующем. Если в первом выражении 
заменить напряжение током, ток напряжением и ипдуктивность 
емкостью, то оно переходит во второе. Если такую же замепу произ- 
вести во втором выражении, то оно переходит в первое. Так же пере- 
ходят друг в друга соотношения для активпого сопротивления и 
активной проводимости при дополнительной взаимной замене R и G. 

Два соотношения, обладающие указанным свойством взаимного 
перехода друг в друга, называются дуальными. При этом взаимно 
заменяемые величины являются дуальными величинами, а элементы, 
характеристики которых дуальпы, — дуальными элементами. Следо- 
вательно, индуктивность и емкость, сопротивление и проводимость, 
а также источник напряжения и источник тока суть дуальные эле- 
менты. Понятие дуальности является взаимным: если элемент L дуален 
элементу С, то элемент С дуален L, 

Следующие величины являются взаимно дуальными: 

и =— Ш) <=> We 

LoC pr pc (1.25) 
R <-> G PR < ра:



Дуальность основных элементов приводит к тому, что дуальными 
могут быть цепи и их уравнения. В дальнейшем мы часто будем 
иметь дело с этим очень важным и полезным понятием и приме- 
нять его. | | 

Приведем теперь вкратце общие соображения о соотношении 
между реальными устройствами и их моделями в виде схем замещения, 
составленными из элементов R, Си С. 

Введенные нами элементы пассивных цепей являются идеализи- 
рованными элементами или математическими моделями. Их не сле- 
дует смешивать с реальными прообразами — угольным сопротивле- 
нием, катушкой, конденсатором или батареей и генератором, которые 
наряду с главным, определяющим параметром, отображаемым одним 
из идеализированных элементов, обладают также другими, побочными 

или «паразитными» парамет- 
рами. Однако путем состав- 

le р ls ления соответствующей схемы 
5 замещения из идеальных эле- 

ментов можпо приближенно 
R / Cs с; передать поведение любого 

bs C реального устройства по от- 

8) 
ношению к интересующим нас 
внешним выводам. Увеличе- 
ние числа элементов, каждый 
из которых учитывает свой- 
ственные ему электромагнит- 

2 $ © ные процессы, повышает точ- 
2) 9) ность схемы замещения и 

Рис. 1.8 одновременно усложняет ее 
анализ. Составление схем за- 

мещения является в общем случае трудным делом, требующим точ- 
ного знания процессов и режимов работы устройств, учета целей и 
точности расчетов. 

В нашу задачу не входит составление схем замещения конкретных 
электромагнитных устройств. Будем полагать схему цепи заданной 
независимо от того, какое реальное устройство она отображает. Лишь 
в качестве простых примеров рассмотрим применяемые ипогда схемы 
замещения реального сопротивления — резистора, катушки и конден- 
сатора, изображенных соответственно на рис. 1.8, a, би в. 

Эти схемы наряду с элементами, учитывающими главные пара- 
метры, содержат элементы, учитывающие побочные или «паразитные» 
параметры, которые обусловлены конечными размерами реальных 
устройств и несовершенством материалов. 

Схема замещения реального сопротивления, кроме главного эле- 
мента Ю, содержит параллельно соединенную емкость Cy, учитыва- 
ющую запасание энергии в электрическом поле между отдельными 
участками и выводами сопротивления, и последовательно соединенную 
индуктивность /.., учитывающую запасание энергии в магнитном поле 
от протекания тока через сопротивление и его выводы. 
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Схема замещения катушки, кроме основного элемента Г, имеет 
два элемента: последовательно соединенное сопротивление Rs, учи- 
тывающее потери энергии в меди при протекании тока по катушке, 
и параллельно соединенную емкость С;, которая учитывает энергию 
в электрическом поле между витками катушки. 

Схема замещения конденсатора, кроме основного емкостного эле- 
мента, имеет параллельную проводимость Gs, учитывающую потери 
энергии в реальном диэлектрике, и последовательную индуктивность 
[., которая учитывает энергию магнитного поля, связанного с током 
в обкладках и выводах конденсатора. 

Как видим, совершенно различные устройства могут иметь близ- 
кие по внешнему виду схемы замещения, но количественно значения 
их элементов, конечно, существенно различны. Вид схем замещения, 
помимо требуемой точности расчетов, зависит от режима в цепи. Так, 
при невысоких частотах напряжений и токов согласно (1.11) и (1.19) 
ток в емкости С; и напряжение в индуктивности Ls, ничтожно малы, 
и их можно исключить из схем 1.8, а, 6, в, что намного упрощает 
схемы замещения. 

Реальные источники отличаются от идеальных прежде всего тем, 
что напряжения и токи на их выводах зависят от присоединенной 
нагрузки. Но с помощью схем из идеального источника и пассивных 
элементов можно передать с любой степенью точности характеристики 
реального источника. Так, падение напряжения с ростом тока в про- 
стейшем реальном источнике постоянного напряжения можно учиты- 
вать включением последовательного сопротивления Ю, (рис. 1.8, г), 
а уменьшение тока с ростом напряжения в простейшем реальном источ- 
нике постоянного тока — включением параллельной проводимости Gy, 
(рис. 1.8, д). В случае источников переменного напряжения или тока 
требуется включать также элементы Г и С. 

В заключение снова подчеркнем, что схемы замещения передают 
поведение устройств только по отношению к их внешним выводам и 
не могут передавать содержания внутренних процессов. 

$ 1.7. ПОНЯТИЕ ОБ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ЦЕПИ. 

ГРАФ ЦЕПИ 

Электрическая цепь, приближенно отображающая электромагнит- 
ные процессы в реальном устройстве, составляется путем соответствую- 
щего соединения между собой рассмотренных двухполюсных элемен- 
тов: сопротивления, индуктивности, емкости и источников сигнала. 
В общем случае отдельные элементы, а также отдельные участки цепи 
могут соединяться произвольно. В результате получается электри- 
ческая схема, имеющая определенную геометрическую конфигура- 
цию. На рис. 1.9 показан пример электрической цепи, составлен- 
ной Из нескольких пассивных элементов и источников напряжения 
и тока. 

Основными понятиями, характеризующими геометрическую кон- 
фигурацию цепи, являются ветвь, узел, контур. 
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Под ветвью в общем случае понимают участок цепи с двумя выво- 
дами. Токи или напряжения ветви принимаются в качестве неизвест- 
ных переменных, характеризующих состояние цепи. Поэтому, что 
конкретно понимать под ветвью, зависит от выбора переменных цепи. 
Ветвью можно считать каждый элемент цепи. Но для уменьшения 
числа переменных за ветви принимают также участки из последова- 

тельного соединения отдельных 
элементов, токи которых имеют 
одно и то же значение, и уча- 
стки из параллельного соедине- 
ния отдельных элементов, на- 
пряжения которых имеют одно и 
то же значение (участки ае, се, 
на рис. 1.9). 

Узел электрической цепи — 
Рис. 1.9 это точка на схеме, -B которой 

сходятся две или более ветвей 
(точки а, 6 на рис. 1.9). Узел, где сходятся две ветви, называют 
устранимым узлом. 

Контуром пазывают любой замкнутый путь, проходящий через 
ряд ветвей и узлов (пути a — b —d — a, b —c —d —e ua рис. 1.9). 

Следует обратить внимание Ha TO, что на схеме (см. рис. 1.9) источ- 
ники напряжения включаются последовательно с ветвью цепи, а источ- 
ник тока — параллельно ей. Это не случайно: дело в том, что при 
включении ветви парал- 
лельно идеальному источ- 
нику напряжения напря- 
жение ветви известно — 
оно равно ‘напряжению 
источника. Точно так же 
при последовательном со- 
единении ветви с источни- 
ком тока ток ветви изве- 
стен — он принудительно 
задается источником. Ветвь 
с заранее известным на- 
пряжением или током можно исключить из -схемы цепи, подлежащей 
анализу. Поэтому на схеме ветви, соединенные параллельно источ- 
нику напряжения, и ветви, соединенные последовательно с источ- 
ником тока, не будут изображаться. 

Когда интересуются ‘только геометрическими свойствами цепей, 
удобно отвлекаться от физических элементов, входящих в ветви, и 
заменять последние линиями, соединяющими узлы. При этом источ- 
ники напряжения замыкаются накоротко, а источники тока разры- 
ваются. В результате получается скелет схемы, ее геометрический 
образ, называемый графом цепи, который состоит из ветвей — линий 
(ребер) и узлов (вершин). В графе сохраняются число ветвей и узлов 
и, следовательно, число контуров и узловых пар исходной цепи, 
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На рис. 1.10, а показан граф цепи, приведенной на рис. 1.9. Этот 
граф является примером плоского, или планарного, графа (или цепи), 
изображаемого на плоском чертеже без пересечения ветвей. На 
рис. 1.10, 6 представлен пример непланарного, или пространственного, 
графа. 

Очень важным понятием является так называемое дерево графа, 
под которым понимается любая система из минимального числа ветвей 
графа, соединяющих все узлы 
без образования замкнутых 
контуров (циклов). Протека- 
ние токов по ветвям дерева, 
очевидно, исключается. Для 
заданного графа можно по- |. 
строить ряд деревьев, как это -- 
иллюстрируется рис. |.11. р 

Ветви графа для приня- 1 р 
того дерева разбиваются на 
вошедшие в дерево — ветви 
дерева, показанные сплош- 
ными линиями, и не вошед- 
шие в дерево — ветви связи 
(главные ветви или хорды), 
которые показаны пунктир- 
НЫМИ ЛИНИЯМИ. 

Поскольку первая ветвь 
дерева соединяет два узла, 
а каждая последующая ветвь добавляет по одному узлу, число вет- 
вей дерева Ny, очевидно, будет на единицу меньше числа узлов fy: 

Рис. 1.11 

Пв.д=И,— I. (1.26) 

Число ветвей, не вошедших в дерево, или число связей равно 

Ив. с == Ив — Ny, д =MNy— И, [, (1.27) 

где и, — общее число ветвей графа. 

$ 1.8. ЗАДАЧА АНАЛИЗА ЦЕПИ. 

ЗАКОНЫ КИРХГОФА 

Задача анализа электрической цепи формулируется следующим 
образом. Заданы схема электрической цепи со значениями всех ее 
элементов, а также напряжения или токи источников, действующих 
в цепи. Требуется найти токи и напряжения ветвей. В дальнейшем 
будем применять общие термины, называя заданные напряжения или 
токи источников функциями возбуждения или сигналами, а искомые 
напряжения и токи ветвей, определяемые в результате анализа цепи, 
реакциями. Следовательно, требуется найти реакции цепи на действие 
заданных сигналов. 

21



Ток и напряжение ветви связаны вольтамперными характеристи- 
ками. [Поэтому достаточно определить либо TOK, либо напряжение 
ветви. Число искомых реакций, следовательно, равно числу ветвей 
цепи. Для их определения необходимо иметь систему из п» уравнений. 

Уравнения цепи составляются на основе законов Кирхгофа. 
Первый закон Кирхгофа, выражающий закон сохранения заряда, 

дает уравнение равновесия токов в узле цепи и формулируется так: 
в Любой момент алгебраическая сумма токов ветвей, сходящихся 
в узле электрической цепи, равна нулю: 

УИ 0. (1.28) 

Знак тока определяется выбором положительных направлений 
токов ветвей: токам, выходящим из узла, приписывают условно знак 
«плюс», а токам, входящим в узел, — знак «минус». Так, для узла, 
изображенного на рис. 1.12, а, имеем 

Уи=-А-Ь-Ь-И 0. 
Второй закон Кирхгофа, выражающий-закон сохранения энергии, 

дает уравнение равновесия напряжений в контуре и формулируется 
следующим образом: в любой мо- 
мент алгебраическая сумма напря- 
жений ветвей в контуре равна 

inate . нулю: 
ИЕ И, = 0. 1.29 

Us и; pa А ( ) 

х Знак напряжения определяется 
mo; выбором положительных полярно- 

5) (2 стей напряжений ветвей: если при 
обходе контура перемещение проис- 

Рис. 1.12 ходит в сторону понижения или 
падения напряжения, то напряже- 

нию ветви условно приписывают знак «плюс», если перемещение 
происходит в сторону повышения напряжения — знак «минус». 

Для контура, показанного на рис. 1.12, 6, будем иметь 

DE up =u, + U, —Uy— Ug — Un = 0. 

При составлении уравнений по (1.28) обычно токи выражают 
через напряжения ветвей, а при составлении уравнений по (1.29) 
напряжения выражают через токи ветвей. Поэтому неизвестными 
в уравнениях равновесия токов являются напряжения, а в уравне- 
ниях равновесия напряжений — токи. | 

Для единственности решения уравнения полученной системы 
должны быть линейно независимыми: ни одно из уравнений не должно 
быть линейной комбинацией остальных. Поэтому перед составлением 
уравнений необходимо выбрать независимые узлы и контуры, которые 
дают линейно независимые уравнения. При этом если уравнение 
содержит неизвестную переменную, не входящую в другие уравнения, 
то оно, очевидно, независимо. 
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Чтобы лучше уяснить смысл линейной независимости уравнений 
цепи, рассмотрим небольшой пример. Составим по законам Кирхгофа 
уравнения цепи, граф которой с выбранными положительными направ- 
лениями токов показан на рис. 1.13, а. 

Граф имеет число ветвей п, = 5 и число узлов пу = 3. Запишем 
уравнения равновесия токов в узлах а, 6 ис: 

И +i,—i,=0. 

Первые два уравнения независимы: каждое из них содержит пере- 
менные, не вошедшие в другое уравнение. Но уравнение для послед- 
него узла линейно зависимо: оно равно 
сумме двух первых уравнений. 

Уравнения равновесия напряжений 
по трем внутренним ячейкам при обходе 
их по часовой стрелке линейно неза- 
висимы — каждое из них содержит но- 
вую переменную: 

Uy + Up =0; 

— Ug -|- Ug — Uy = (0; 

uy+u;,—0 

Уравнение же по контуру из ветвей 
1 3иб5 

из и, =0, 

а также по любым другим контурам 
можно получить суммированием приве- 
денных уравнений — они линейно за- Рис. 1.13 
ВИСИМЫ. 

Рассмотрим выбор независимых узлов и контуров, которые дают 
необходимое и достаточное число линейно независимых уравнений 
равновесия токов и напряжений в цепи. 

Покажем, что число независимых узлов равно числу ветвей дерева 
(1.26), а число независимых контуров — числу ветвей связи (1.27): 

Пн. у==Ив.д=И,у— 1; Пн к Ив, с == И — Ny + [. (1.30) 

а. Если рассмотреть все узлы дерева в порядке последователь- 
ного возрастания числа сходящихся ветвей (a—->e—>ad—>c—> Ob на 
рис. 1.11, 6), то легко убедиться, что в каждый узел, кроме послед- 
него, войдет новая ветвь, не вошедшая в другие узлы. Поэтому ny — 1 
узлов будут независимыми. Последний узел будет давать зависимое 
уравнение, равное сумме всех уравнений независимых узлов. Это 
следует из того, что ток каждой ветви графа (цепи) входит в урав- 
нения двух узлов цепи с противоположными знаками. Поэтому при 
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суммировании уравнений все токи сократятся, за исключением токов, 
сходящихся в последнем узле. 

Если в качестве переменных в уравнениях равновесия токов 
принять напряжения ветвей дерева, то, переходя по этим ветвям от 
узла к узлу, можно определить напряжения всех узлов и, следова- 
тельно, напряжения всех ветвей, причем единственным образом в силу 
отсутствия замкнутых путей в дереве. 

В качестве переменных цепи вместо напряжений ветвей дерева 
обычно принимают узловые напряжения, представляющие независи- 
мые напряжения и, — | узлов по отношению к одному узлу, выбран- 
ному за базу. 

Напряжение любой ветви можно выразить через узловые напря- 
жения: оно равно разности напряжений смежных узлов Ugy = Ug — Up. 
Таким образом, число необходимых и достаточных уравнений, состав- 
ляемых по первому закону Кирхгофа и единственным ` образом опре- 
деляющих состояние цепи, равно числу ветвей дерева. 

6. Протекание токов по дереву исключено, так как отсутствуют 
контуры. Но при соединении каждой ветви связи образуется один 
контур, по которому будет протекать ток ветви связи, называемый 
контурным током. Контуры,. число которых равно числу ветвей связи, 
будут независимыми, поскольку каждый контур образуется собствен- 
ной ветвью связи. 

В случае плоских цепей в качестве независимых контуров удобно 
принимать внутренние ячейки. Каждая ячейка отличается от смежной 
по меньшей мере на одну ветвь, поэтому ячейки и контурные токи 
в них пезависимы. 

Достаточно знать Ик контурных токов, чтобы определить токи 
всех ветвей цепи. Так, при выборе в качестве контуров внутренних 
ячеек по каждой ветви (за исключением ветвей периметра) протекают 
два контурных тока, так что ток ветви к = be — Ща. 

Таким образом, число необходимых и достаточных уравнений, 
составляемых по второму закону Кирхгофа и единственным образом 
определяющих состояние цепи, равно числу ветвей связи. 

$ 1.9. УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ ПРОСТЫХ ЦЕПЕЙ 

Рассмотрим несколько примеров составления уравнений в простых 
цепях на основе законов Кирхгофа. Начнем с цепи, состоящей только 
из активных сопротивлений и источников. 

с 

Разветвленная цепь из Ю-элементов (рис. 1.13, 6) 

Цепь питается от двух источников: источника напряжения и источ- 
ника тока. Число ветвей цепи п, = 4, число узлов ny = 3, из них 
независимыми являются fly y = п, — | = 2 узла; число независимых 
контуров Инк == И, — Nyy = 2. Примем в качестве независимых узлы 
J u 2 4 контуры аи 6. Применяя к выбранным узлам и контурам 
законы Кирхгофа с учетом указанных на схеме положительных на- 
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правлений токов, получим систему из четырех линейных уравнений 
с четырьмя неизвестными токами ветвей: 

— ty 4 ly — tg =I; 

bi qo ly == by (4); 

Кай + Role = Ио (1); 

Rola {+ К — Ка =0. 

Если в качестве независимых выбрать иные пары узлов и контуров, 
то получим другую, но эквивалентную систему уравнений. 

Как видим, цепи, состоящие только из Ю-элементов, опнсываются 
системами линейных алгебраических уравнений. Составление этих 
уравнений после сказанного о выборе независимых узлов и контуров 
не представляет трудностей. Решить полученную систему можно 
обычным способом последовательного исключения неизвестных. 

Если цепь содержит также L- и (или) С-элементы, то она будет 
описываться системами дифференциальных уравнений. 

Цепь из последовательного соединения R-, L-, С-элементов 
(рис. 1.14, а) 

Цепь имеет один контур, ток в котором примем за независимую 
переменную. Выразив напряжения на элементах через этот ток согласно 
их вольтамперным характеристикам, по второму закону Кирхгофа 
получим 

иг ив-- ис ЕЕ В+ \ i dt =u, (0. (1.31) 

Уравнение равновесия напряжений в цепи является линейным 
интегро-дифференциальным уравнением с вещественными постоянными 
коэффициентами, которое 
эквивалентно дифференци- 
альному уравнению вто- 
рого порядка 

di di [ . 
LatkFt eau (1). 

(1.32) 

Если приравнять нулю 
одно из слагаемых в (1.31), 
то получим уравнения для 
частных случаев двухэле- 
ментных цепей. Так, при Рис. 1.14 
ис = 0 получим дифферен- 
циальное уравнение первого порядка для цепи из последовательно 
соединенных индуктивности и активного сопротивления: 

iy 4-ups=LS |- АТ == uy (1). (1.33): 
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Цепь из параллельного соединения Ю-, L-, С-элементов 
(рис. 1.14, 6) 

Цепь имеет одну узловую пару, напряжение которой примем 
в качестве независимой переменной. Выразив токи в элементах через 
это общее напряжение в соответствии с их вольтамперными характе- 
ристиками, по первому закону Кирхгофа получим 

ictiot+i=C G+Gu+z \ ий (0. ` (1.34) 

Это линейное интегро-дифференциальное уравнение одинаково по 
структуре с уравнением (1.31): оба уравнения взаимно дуальны, так 
как переходят друг в друга при замене параметров и переменных 
на дуальные. Отсюда можно сделать вывод о том, что последовательное 
И Параллельное соединения являются дуальными понятиями. 

Двухконтурная цепь, питаемая от источника напряжения 
(рис. 1.14, в) 

Цепь имеет три ветви, два независимых контура и один независи- 
мый узел. Для выбранных положительных направлений токов по 
первому закону Кирхгофа имеем 

i, = iy — iy, (1.35) 

Напряжения ветвей, состоящих из последовательно соединенных 
элементов, в общем случае будут иметь вид (1.31). Приняв в качестве 
независимых контуров обе внутренние ячейки, получим по второму 
закону Кирхгофа при обходе контуров по часовой стрелке и учете 
выражения (1.35) 

ВА наф \ Баш (1) 1 4G п’, lo И = Us (1); 

dis 
7” an (1.36) 

— С. \ ty dt + Lear Role +e \ i,dt—0. 

Уравнения равновесия напряжений и токов в двухконтурной цепи 
представляют ‘систему из‹двух линейных интегро-дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами. Линейность уравнений 
означает, что искомые реакции и их производные и интегралы входят 
линейно (в первой степени). 

Обобщая этот пример на случай многоконтурных цепей, приходим 
к выводу, что поведение линейных электрических цепей описывается 
системами линейных интегро-дифференциальных уравнений. Следова- 
тельно, анализ электрических цепей сводится к составлению и реше- 
нию таких уравнений. 
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$ 1.10. ОБЩИЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ ЦЕПИ 

В применяемых в теории цепей методах анализа широко исполь- 
зуются общие свойства решений, вытекающие из линейности урав- 
нений. Рассмотрим эти свойства применительно к задачам анализа 
электрических цепей. Для наглядности рассуждения будем прово- 
дить на примере простейшего уравнения первого порядка последо- 
вательного контура из индуктивности и активного сопротивления 
(1.33). 

Первое свойство сформулируем следующим образом; если изменить 
в раз действующие в цепи напряжения (или токи), то реакции цепи — 
токи и напряжения изменятся также в А раз. 

В силу линейности уравнения (1.33) умножение правой и левой 
частей на множитель А приводит к умножению на этот же множитель 
реакции (тока): 

Ге + R (ki) = ku (0. (1.37) 

Это свойство позволяет при расчетах линейных цепей вводить 
любой удобный масштаб для напряжений или токов, а также для 
сопротивлений цепей. Лишь конечный результат необходимо привести 
к исходному уровню напряжения или тока. На основе этого свойства 
в численпых примерах для удобства будем задаваться относительными 
значениями элементов порядка единицы. 

Второе свойство можно сформулировать так: если к цепи вместо 
напряжения (или тока) прикладывается его производная или инте- 
грал, то реакция будет равна соответственно производной или интег- 
ралу от исходной реакции. Оно вытекает из аналогии между исход- 
ным уравнением (1.33) и уравнением, получающимся после его диф- 
ференцирования: 

di’ dug Lo 

Это уравнение отличается OT исходного лишь тем, что в нем имеются 
производные как напряжения, так и тока. 

Согласно второму свойству реакцию цепи, например, на действие 
линейно нарастающего напряжения можно получить интегрирова- 
нием реакции цепи на действие более простого постоянного напря- 
жения. 

Третье свойство, называемое принципом наложения, сформулируем 
следующим образом: в линейных электрических цепях результирую- 
щая реакция на действие напряжения (или тока), состоящего из суммы 
составляющих, равна сумме реакций на действие каждой составляю- 
щей в отдельности. 

Если приложенное напряжение разложено на составляющие, 
например, представлено в виде суммы двух слагаемых; 

ши. Us, (1.39) 
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то реакции на действие каждого из слагаемых в отдельности 
должны удовлетворять уравнению (1.33): 

L aa + Ri, = Ua, 

: (1.40) 
L ria + Rig = Us 

Суммирование этих уравнений подтверждает сказанное: 

о ыы) м, (1.41) 
Принцил наложения имеет исключительно большое значение 

в теории линейных цепей и определяет во многом построение курса 
теории цепей. 

Для анализа линейной цепи приложенный сигнал произвольной 
формы представляют, - используя соответствующий математический 
аппарат разложения, в виде суммы элементарных составляющих, 
которые позволяют проводить анализ цепи более простым методом. 
Искомую реакцию цепи определяют затем наложением или суммиро- 
ванием элементарных’ реакций на действие каждой составляющей. 

В качестве элементарного принимают сигнал, получающийся при 
включении цепи на постоянное напряжение или ток, а также на сину- 
соидальное и связанное с ним экспоненциальное напряжение. 

Анализ цепей с помощью элементарного сигнала первого вида 
рассмотрим в следующих двух главах. Остальные главы будут посвя- 
щены анализу цепей с помощыо синусоидального сигнала, основан- 
ному на преобразованиях сигналов в частотную область. 

$ 1.1. ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИЕ АНАЛОГИИ 

В предыдущих параграфах мы показалн, что анализ электрических 
цепей в принципе сводится к составлению и решению систем дифферен- 
циальных уравнений. Известно, что анализ других физических систем, 
в частности механических, также сводится к решению подобных 
уравнений. 

Две системы, в общем случае различные по природе, называются 
аналогнчными, если они описываются одинаковыми уравнениями. 
Рассмотренные нами дуальные цепи являются аналогичными системами 
одной и той же природы. 

С математической точки зрения неважно, каков физический смысл 
‘переменных в уравнениях. []оэтому результаты анализа одной из 
систем, например электрической цепи, а также приемы и методы реше- 
ний задач могут быть перенесены на любые другие аналогичные 
системы. То, что одна система может служить моделью для других 
систем, имеет очень большое практическое значение: на ` моделях, 
собираемых на электронной аналоговой машине, исследуются процессы 
в любых системах. 

28



При рассмотрении аналогии между электрическими и одномерными 
механическими системами приходится различать два класса механи- 
ческих систем — с поступательным и вращательным движением. 

Основными переменными в электрической цепи являются ток и 
напряжение, в механических системах с поступательным движе- 
нием — сила } и скорость UV, в системах с вращательным движением — 
момент вращения М и угловая скорость w. Скорость и перемещение — 
поступательное и угловое — связаны соотношениями: 

ya. x= \ vat; 
(1.42) 

o— 2. 9— \ oat. 

В электрической цепи запасание энергии в двух формах — магнит- 
ной и электрической — и необратимые потери энергии учитываются 
введением двухполюсных элементов: индуктивности, емкости и актив- 
ного сопротивления. 

В механических системах также имеет место запасание энергии 
в двух формах — кинетической и потенциальной — и необратимые 
потери энергии на трение. По аналогии с электрическими цепями 
для учета этих преобразований энергии можно ввести соответственно 
три элемента: инерционный элемент, упругий элемент и механическое 
сопротивление, которые изображаются определенными символами. 

Инерционный элемент 

Если к телу с массой т приложена сила } или (в случае вращатель- 
ного движения) к телу вращения с моментом инерции / приложен 

i в w 

a) 0) 

К 

Ain ‘ ка . (и 

8] 2) 
R Ry 
- a Е - jw 

ete eet 
0) в —— 

Рис. 1.15 

момент вращения М, то по второму закону Ньютона имеем 
dv dw 

| =m; М=уУ Te (1.43) 

На рис. 1.15, a, 6 показаны изображения инерционных элементов 
с двумя «полюсами», один из которых означает точку отсчета, отно- 
сительно которой перемещается тело, а второй — точку на теле со 
скоростью и (в). 
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Упругий элемент 

Если к пружине с жесткостью К„ приложена сила } или (в случае 
вращательного движения) к пружине с жесткостью К, приложен 
момент вращения М, то согласно закону Гука деформация пружины, 
измеряемая разностью перемещений ее концов, выразится как 

| М 
х—Ж— =; O=0,—0,=—. 1.44 2 1 Kin? 2 1 К» ( ) 

На рис. 1.15, в, г представлено символическое изображение упру- 
гого элемента. 

Механическое сопротивление 

В случае вязкого трения (между смазанными- поверхностями) 
можно в первом приближении принимать силу трения пропорциональ- 
ной скорости: 

f=Rrm; М = Rm. (1.45) 

Здесь коэффициенты трения Ам и Ки, называют механическим 
сопротивлением. Изображения механического сопротивления для 

5 поступательного и вращательного движений 

y —~ ‚ приведены на рис. 1.15, O,e. 
т К После введения идеализированных эле- 

ментов любую одномерную механическую си- 
7 “ стему, которую допустимо рассматривать как 

систему с сосредоточенными параметрами, 
можно представить в виде некоторой схемы 
механической цепи. Например, для механи- 
ческой системы, состоящей из массы с пру- 

Г жиной и трением (рис. 1.16, а), получается 
схема, изображенная на рис. 1.16, б и состав- 
ленная на основе следующих соображений. 
В системе с одной степенью свободы имеем 
одну скорость — скорость массы и правого 
конца пружины по отношению к общей не- 

Рис. 1.16 подвижной точке отсчета. Поэтому все три 
элемента имеют общие выводы — правые со 

скоростью и и левые, неподвижные, изображающие точку отсчета. 
Сила, приложенная к массе, как видно из схемы, преодолезает 
силу инерции массы, силу трения и силу упругости пружины. []о- 
этому уравнение равновесия сил в механической системе можно за- 
писать в виде 

moe + Вью + К» \ v dt =f. (1.46) 

Это уравнение аналогично уравнениям равновесия напряжений 
(1.31) и токов (1.34) для последовательной и параллельной схем, 
состоящих из индуктивности, активного сопротивления и емкости. 
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Отсюда следует, что возможны Два вида электромеханических ана- 
ЛОГИЙ. 

По первой, так называемой классической аналогии принимается, 
что сила (момент вращения) аналогична напряжению, а скорость — 
току. Тогда из сопоставления характеристик механических элементов 
(1.43), (1.44), (1.45) и соответствующих элементов электрической цепи 
получаем следующие аналогии: 

М, f—u; J, m—L; 

о, и— 1, Юпт», К„— R; (1.47) 

9, ха; ИК, 1/Km—C. 

По этой аналогии механическая цепь рис. 1.16, 6 аналогична 
последовательному R-, L-, С- контуру (см. рис. 1.14, а). 

По второй аналогии принимают аналогичными силу (момент вра- 
щения) и ток, скорость и напряжение. В результате получаем следую- 
щие аналогии: 

М, 1—5 J, m—C; 

®, 9—И, R ars К" — G; (1.48) 

©, x—¥; 1/K,, l/Km—L. 

По этой аналогии цепь рис. 1.16, 6 аналогична параллельной 
Ю-, L-, С-цепи (cm. рис. 1.14, 6), структура которой одинакова со 
структурой соответствующей механической цепи. В этом состоит 
преимущество данной аналогии. 

Пользуясь аналогиями (1.47) и (1. 48), можно OT схемы электри- 
ческой цепи переходить к аналогичной схеме механической цепи и 
наоборот. 

Аналогии могут быть установлены между электрическими цепями 
и акустическими системами, а также тепловыми системами. Следова- 
тельно, производя анализ электрических цепей, мы фактически ана- 
лизируем любые системы, описываемые теми же дифференциальными 
уравнениями.



ГЛАВА ВТОРАЯ 

АНАЛИЗ ПРОСТЫХ ЦЕПЕЙ ВО ВРЕМЕННОЙ ОБЛАСТИ 

$ 2.1. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА МЕТОДА АНАЛИЗА 

ВО ВРЕМЕННОЙ ОБЛАСТИ 

В этой главе мы рассмотрим анализ простых неразветвленных 
цепей и цепей с небольшим числом контуров или узлов. Будем пола- 
гать, что к цепи приложен один источпик сигнала в виде источника 
напряжения или тока, который присоединяется к зажимам или выво- 
дам, называемым входными. 

Для анализа цепи будем применять так называемый классический 
метод, который состоит в том, что составляется система дифферен- 
циальных уравнений равновесия цепи и затем на основе теории обык- 
новенных линейных дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами отыскивается решение системы, удовлетворяющее 
заданным начальным условиям. 

Сначала остановимся кратко на некоторых известных из матема- 
тики положепиях, придав им смысл интересующих нас понятий теории 
линейных электрических цепей. 

Решение линейпого дифференциального уравнения представляется 
как паложение (сумма) общего решения однородного уравнения (без 
правой части) и частного решения неоднородного уравнения. 

Дадим очень важную физическую трактовку этого представления 
в терминах теории цепей. Для простоты обратимся к примеру урав- 
нения (1.33), описывающего поведение последовательной‘ цепи из 
индуктивности и активного сопротивления, подключенной к источ- 
нику напряжения. Если в уравнениях (1.40) для двух слагаемых Ha- 
пряжения первое слагаемое положить равным нулю (и. = 0), так что 
из == и, и обозначить для этого случая fy = Eg, то они получат вид 
однородного и неоднородного уравнений: 

| di, . Lai + Rice =0; 
(2.1) 

di 
L oT +- Ri, =U 

Сумма решепий обоих уравнений дает искомое решение — полный 
ток в цепи: 

== len tly (2.2) 

Первое слагаемое, представляющее общее решение однородного 
уравнения, принято называть свободной составляющей. Это название 
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следует из того, что цепь свободна от внешнего воздействия, так 
как правая часть в уравнении, зависящая от приложеппого сигиала, 
отсутствует. Это соответствует короткому замыканию входпых зажимов 
цепи. Следовательно, здесь цепь предоставлена самой себе и вид тока 
будет определяться только параметрами цепи, причем протекание 
тока возможно только за счет начальной энергии, запасенной в индук- 
THBHOCTH и (или) в емкости. . 

Если бы цепь была присоединена к источнику тока, то, очевидно, 
отсутствие правой части в уравнении означало бы разрыв входных 
зажимов. Процессы, происходящие в цепи при коротком замыкании 
или разрыве входных зажимов, т. е. при отсутствии внешнего воздей- 
ствия, и определяющие свободные составляющие токов или напряже- 
ний, называют также собственными колебаниями цепи. Общее решение 
однородного уравнения, определяющее свободную составляющую тока, 
как известно, в случае дифференциального уравнения я-го порядка 
выражается суммой экспонент: 

в = У! Аве”, (2.3) 

где А, — произвольные постоянпые интегрирования, определяемые 
с учетом начальных условий; 

р, — корни характеристического уравнения (предполагается, что 
значения р» различны). 

Корни характеристического уравнения называют частотами собст- 
венных колебаний. В общем случае они являются комплексными, 
попарно сопряженными, поскольку коэффициенты уравнения вещест- 
венны. Каждая пара сопряженных корней дает слагаемое тока в виде 
синусоидальной функции времени с затухающей по экспоненте ампли- 
тудой. В предельных частных случаях корни могут принимать сопря- 
женные мнимые значения, которые дают незатухающие синусоидаль- 
ные слагаемые тока, или отрицательные вещественные значения, 
дающие затухающие по экспоненте слагаемые. В обычной цепи из 
пассивных элементов все экспоненты в уравнении (2.3) и, следова- 
тельно, свободная составляющая реакций затухают и обращаются 
в нуль при f—> оо. 

Второе слагаемое в уравнении (2.2), представляющее частное реше- 
ние неоднородного уравнения, называют вынужденной составляющей. 
Вид ее определяется видом правой части уравнения, которая зависит 
от действующего на входе сигнала, т. е. вынуждающей «силы». В общем 
случае произвольной вынуждающей силы нахождение частного реше- 
ния связано с довольно большими трудностями. Для наиболее важных 
в теории цепей простых сигналов в виде постоянных, экспоненциаль- 
ных и синусоидальных функций времени вынужденные составляющие 
реакций, как известно из математики, будут также соответственно 
постоянными, экспоненциальными и синусоидальными функциями, 
т. е. будут совпадать с видом вынуждающих сил. 

В этой главе мы ограничимся рассмотрением действия на цепи 
постоянных напряжений и токов, когда соответствующие вынужденные 
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составляющие реакций являются также постоянными величинами. При 
этом вынужденные составляющие определяются наиболее просто, пу- 
тем приравнивания нулю всех производных в неоднородных -ypaBHe- 
ниях цепей, что равносильно расчету цепи из Ю-элементов в режиме 
постоянного тока с размыканием емкостей и коротким замыканием 
индуктивностей. Особое внимание, которое уделяется анализу цепей 
при действии простейшего частного вида сигнала, получающегося при 
включении источника постоянного напряжения или тока, вызывается 
тем, что результаты этого анализа с помощыо принципа наложения 
легко переносятся на случай действия сигиалов любой формы. 

Вынужденные составляющие в виде постоянной величины, а также 
периодических функций времени принято называть установившимися 
составляющими. Согласно выражению (2.2) установившийся ток — 
это ток, который устанавливается в цепи после затухания свободной 
составляющей; поэтому при рассмотрении реакции устаповившегося 
режима полагают # = oo. При действии постоянных (а также перио- 
дических) сигналов в цепи имеет место процесс перехода от некоторого 
начального режима к конечному установившемуся режиму, который 
принято называть переходным процессом. 

Отмеченные выше общие положения подробно проиллюстрируем на 
примерах анализа свободных колебаний и переходных процессов в раз- 
личных простых цепях, подключаемых к источнику постоянного на- 
пряжения или тока. Применение классического метода позволит лучше 
уяснить физические процессы в цепях, так как здесь анализ произво- 
дится во временной области с реальными токами и напряжениями. 
В этом состоит основное достоинство классического метода анализа 
линейных цепей. 

$ 2.2. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫЙ RL-KOHTYP 

Запишем уравнение равновесия напряжений в цепи из последова- 
тельно соединенных индуктивности и активного сопротивления, питае- 
мой от источника напряжения (рис. 2.1, а): 

LE+Ri=u()  (1>0). 

Полагая источник и (1) включенным в момент # = 0, будем искать 
решение для ¢ > 0, удовлетворяющее начальному условию: ток в цепи 
при ¢ = 0 + должен быть равен току /,, который протекал через ин- 
дуктивность в момент # = O—, предшествующий переходному процессу 
(это следует из условия непрерывности тока в индуктивности). 

Рассмотрим режим собственных колебаний (свободный режим), 
соответствующий короткому замыканию входных зажимов (рис. 2.1, 6). 
Протекание тока при отсутствии внешнего источника возможно только 
за счет начальной энергии, запасенной в индуктивности (в магнитном 
поле катушки), т. е. при наличии начального тока i (0) = Г, в цепи, 
равного току в индуктивности в момент ¢ = 0—, предшествующий 
короткому замыканию входных зажимов. 
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Решение однородного уравнения 

Г 4 Ri=0 (2.4) 

ищется в виде функцин i = Ae”. Подстановка ее в (2.4) дает харак- 

теристическое уравнение Lp + К = 0 с одним вещественным отрица- 
тельным корнем 0 р 

О ЗИ 
И Аб it / 

где т=[./А— постоянная времени кон- “ft! 
тура, сек. о 

Свободная составляющая тока имеет ly 
ВИД 

j= Ае- К. (2.5) 
Из условия при {= О получаем 

A = /%. Следовательно, ток в контуре -—о— 

j= Ге- RUL = [е-^. (2.6) 

Ток спадает от начального значе- 
ния [о ДО нуля (при [== oo) по экспо- 
ненциальному закону (рис. 2.1, в). При 
[ = т ток составляет e4/,, так что по- 
стоянная времени равна промежутку 
времени, в течение которого экслонен- 
цнальная функция уменьшается в е раз. Рис. 2.1 
Хотя ток спадает полностью в бесконеч- 
ности, практически за длительность спада часто принимают время 3t, в 
течение которого ток спадает до 5% от начального значения. Постоянная 
времени служит мерой быстроты спада переходного процесса и по- 
зволяет сравнивать различные цепи в отношении скорости установле- 
ния токов и напряжений в цепи. Чем больше индуктивность и 
меньше сопротивление, тем медленнее спадает ток. 

Первоначально запасенная в индуктивности энергия при спадании 
тока уменьшается — преобразуется в активном сопротивлении в тепло. 
При { —> со вся энергия, запасенная в индуктивности, выделится в ак- 
тивном сопротивлении: 

wp=R \ Pdt=Rij [em di AB, 

Индуктивный элемент в рассматриваемой цепи выполняет роль 
источника, покрывающего расход энергии. Это находит отражение 
в том, что напряжение на индуктивности 

— di Lg — t/t — — tft 

UL dt 7 Ri oe 

имеет отрицательный знак, а его значепие численпо равно напряжению 

Ha активном сопротивлении. 
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Рассмотрим теперь переходный процесс при подключении цепи 
в момент ¢ = 0 к источнику постоянного напряжения и (1) = U. Уста- 
новившаяся (вынужденная) составляющая, т. е. частное решение неод- 
нородного уравнения 

diy 
L— 4+ Riy=U, (2.7) 

будет, так же как и правая часть, постоянной величиной. Поэтому, 
приравняв производную нулю, что соответствует на схеме короткому 

замыканию индуктивности (напряжение на 
ней при протекании постоянного тока равно 
нулю), получим 

[ 

ly 

iy iy ==> (2.8) 

Сумма свободной (2.5) и установившейся 
составляющих дает общее выражение тока: 

„= деи (10). (2.9) 

a) 

Ly 
РИ При ¢ = 0 из (2.9) имеем следующее усло- 

р, BHe: 

ice (= 1 ()— fy =lo— FR, (2.10) 
6) 

ijt--— _. Т.е. начальное значение свободной состав- 
ляющей равно разности начального тока в 
цели и установившейся (вынужденной) со- 
ставляющей при = 0. Отсюда А = /,—U/R. 

; Ток в цепи 

9 0 U 
Puc. 2.2 [= + 6—ве и. (2.11) 

Ток, точнее его свободная составляющая, существенно зависит от 
соотношения между значениями начального и установившегося токов 
в цепи. Поскольку амплитудное значение свободной составляющей 
всегда равно разности между начальным и установившимся значениями 
тока, при /y > iy ток будет спадать по экспоненте, а при / < ty — 
нарастать до установившегося значения, как это изображено на 
рис. 2.2, а, 6. В частном случае /, = Ly, свободной составляющей тока 
и переходного процесса не будет. Если начального тока в индуктив- 
ности нет, то согласно (2,10) начальные значения свободной и выну- 
жденной составляющих токов равны по величине и противоположны 
по знаку и ток будет нарастать от нуля до установившегося значения 
(рис. 2.2, в) по закону 

. U i=Z(I—e-"). (2.12) 

Из приведенных рассуждений и рис. 2.2 наглядно видно, что сво- 
бодная составляющая тока устраняет скачок тока в индуктивности и 
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обеспечивает плавный переход от начального к установившемуся 
значению. Если есть разность между этими двумя значениями, зави- 
сящими от предшествующего режима и приложенного к цепи напря- 
жения, то непременно появляется свободная составляющая тока. 
Скорость спада свободной составляющей тока определяется только 
постоянной времени, т. е. параметрами самой цепи. На основании 
такого представления можно построить графики изменения токов 
в цепи (см. рис. 2.2) без аналитических выражений. Для этого доста- 
точно нанести точки начального и установившегося значений тока, 
а затем соединить их при помощи экспоненты, постоянная времени 
которой т = L/R. 

$ 2.3. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫЙ RC-KOHTYP 

Запишем уравнение равновесия напряжений в цепи из последова- 
тельно соединенных активного сопротивления и емкости, питаемой от 
источника напряжения (рис. 2.3, а): 

Ritz \ idt=u(p (>0). (2.13) 

Чтобы избавиться от интеграла, перей- 
дем к новой переменной — заряду или про- 
порциональному ему напряжению на ем- 
KOCTH: ‘ 

49 1 

Кит I= 
due 

= ROGGE + Uc =u (1) (1 > 0). 

Решение уравнения должно удовлетво- 
рять начальному условию: напряжение на 
емкости при ¢ = 0-|- должно быть равно 
напряжению U>, до которого была заря- 
жена емкость в момент ¢f = 0—, предшест- 
вующий переходному процессу (это сле- 
дует из условия непрерывности напряже- 
ния на емкости). 

Рассмотрим свободный режим, который Рис. 2.3 
соответствует короткому замыканию вход- 
ных зажимов (рис. 2.3, 6) и означает разряд емкости через сопротив- 
ление. Соответствующее однородное уравнение 

dito 

аналогично уравнению (2.4); лишь коэффициент при производной, оз- 
начающий постоянную времени цепи, т = АС и корень характеристи- 
ческого уравнения р, = —1/ЮС. Поэтому общее выражение напряже- 
ния на емкости имеет вид 

Uc== Ae VRC, (2.15) 
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Из условия при t = 0 имеем A = Ц‹, так что напряжение на ем- 
кости при ее разряде через сопротивление спадает по экспоненте от 
начального значения до нуля: 

ис = U,e- ИКС. (2.16) 

Чем больше емкость и сопротивление, тем медленнее спадает 
напряжение на емкости. Ток в цепи 

U 
i=C— == — pe ew IRE. (2.17) 

Отрицательный знак означает, что ток разряда емкости течет 
в паправлении, противоположном принятому положительному направ- 
лению (рис. 2.3, 6). | 

Падение напряжения и мощность, выделяемая в активном сопро- 
тивлении в любой момент времени, равны и противоположны по знаку, 
напряжению и мощности на емкости. При этом емкость с запасенной 
энергией играет роль источника. 

Рассмотрим теперь подключение цепи к источнику постоянного 
напряжения, т. е. процесс заряда емкости через сопротивление. Фи- 
зически очевидно, что после установления процесса заряда напря- 
жение на емкости будет равно напряжению источника Ucy = (0. 
Это же можно получить из неоднородного уравнения (2.14), если при- 
равнять в нем производную нулю и положить и (ft) = (0. 

Из общего выражения напряжения на емкости 

Ис = Иссв + Ucy = Ae VRO+U (1 > 0) 

и условия при { = 0 получаем произвольную постоянную или ампли- 
туду свободной составляющей А = ИЦ, — U. Следовательно, напряже- 
ние на емкости и ток в контуре соответственно равны: 

ug =U —(U Uy) YRC; j= EY eve, (2.18) 

Напряжение на емкости зависит также от соотношения между 
начальным значением напряжения на емкости и напряжением источ- 
ника. Соответствующие графики изменения напряжений можно по- 
строить, не обращаясь к выражению (2.18), а исходя из представления 
о роли свободной составляющей напряжения, которая, устраняя разрыв 
напряжения на емкости, обеспечивает плавный переход по экспоненте 
от начального значения к установившемуся. Поэтому достаточно на- 
нести на график точки начального и установившегося значений напря- 
жения и соединить их с помощью экспоненты, постоянная времени 
которой т = RC. Кривые напряжения будут аналогичны кривым 
рис. 2.2; при U > Ц. будет иметь место подзаряд емкости (нарастание 
напряжения), а при U < (Ц, — частичный разряд емкости (спад ee 
напряжения до напряжения источника). 

В заключение остановимся на применении последовательной ЮС- 
цепи в качестве простейшего дифференцирующего или интегрирующего 
устройства, которое при воздействии на вход цепи сигнала в виде 
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напряжения дает на выходе напряжение, пропорциональное производ- 
ной или интегралу от входного сигнала. 

В случае дифференцирующей цепи (рис. 2.3, в) выходное напряже- 
ние, которое снимается с сопротивления, оказывается пропорциональ- 
ным производной от разности напряжений на входе и выходе: 

du d(u,—u 
u,—= Ri—RC r= RC ( Fi 2) (2.19) 

Очевидно, дифференцирование входного сигнала возможно лишь 
приближенно при условии | и. |< |и:|, когда 

uy RCS. (2.20) 

Чтобы обеспечить достаточную точность дифференцирования задан- 
ной формы сигнала, необходимо принимать постоянную времени цепи 
минимально возможной. Но, как можно видеть из выражения (2.20), 
это неизбежно приводит к уменьшению величины выходного напря- 
жения. 

В случае интегрирующей цепи (рис. 2.3, г) выходное напряжение, 
снимаемое с емкости, получается пропорциональным интегралу от 
разности напряжений на входе и выходе: 

t 1 t 

u,—+ \ jdt—— \ up dt =z \ (uy, — Us) dl. (2.21) 
С 6 0 

Интегрирование входного сигнала возможно лишь приближенно 
1 t 

при условии |\ 5 dt}|< | 4 46 когда 
0 

1 

Е и: dt. (2.22) 

При заданной форме сигнала условие интегрирования может быть 
обеспечено за счет выбора максимально возможного значения постоян- 
ной времени. Выполнение этого условия точности также приводит, как 
следует из выражения (2.22), к уменьшению величины выходного 
напряжения. 

$ 2.4. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ RC- И ЮЕ-КОНТУРЫ 

Рассмотрим параллельную цепь из емкости и активной проводи- 
мости, питаемую от источника тока (рис. 2.4, а). Уравнение равнове- 
сия токов, записанное относительно общего напряжения на элементах, 

Си би  (>0) 

получается аналогичным уравнению последовательной цепи из ИНДУукК- 

THBHOCTH и активного сопротивлепия — цепи дуальны. Поэтому все 
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результаты, полученные в $ 2.2, можно перенести на рассматрива- 
емую цепь. Но здесь основные соотношения получаются из указанных 
выше физических соображений, основанных на роли свободной состав- 
ляющей. | 

Свободный режим в цепи, описываемый однородным уравнением 
без правой части, означает разрыв входных зажимов. При этом полу- 
чается цепь из последовательно соединенных емкости и сопротивления, 
постоянная времени которой т = RC. При подключении цепи к источ- 
нику постоянного тока в момент ¢ = 0 напряжение на емкости не MO- 
жет измениться скачком и равно заданному начальному напряжению 
(о. В установившемся режиме напряжение на емкости будет постоян- 
ным и равным напряжению на активном сопротивлении R/, так как 

тока в емкости не будет. Для обеспече- 
| +h ния непрерывности напряжения Ha ем- 

ian р u(t) кости в начальный момент амплитуда 
т | свободной — составляющей — экспонен- 

| mi ты — должна быть равна разности Ha- 
i) чального и установившегося зпачений 

напряжения. Теперь можно написать 
] 7 aT выражение напряжения на емкости, рав- 

| ное сумме установившейся и свободной 
КЕ) L [Е ju Ce) составляющих: 

+ u-=RI+(U,—RI)e— икс. (2.23) 

0) Рассмотрим аналогичным образом па- 
Рис 94 раллельную цепь из активной проводи- 

мости и индуктивности, питаемую от 
источника тока (рис. 2.4, 6), которая дуальна последовательной цепи 
из активного сопротивления и емкости. 

Разрыв входных зажимов дает схему для свободного режима в виде 
последовательной Ю[-цепи, постоянная времени которой т = L/R. 

При подключении цепи к источнику постоянного тока / в момент 
[ = 0 в индуктивности будет иметь место заданный начальный TOK 
Го, так что ток в активном сопротивлении будет равен / — /‹., падение 
напряжения на нем R (J — /,). В установившемся режиме весь по- 
стоянный ток источника будет замыкаться через представляющую 
короткое замыкание индуктивность, а напряжение на ней будет равно 
нулю. 

Для обеспечения непрерывности тока в индуктивности в начальный 
момент амплитуды свободных составляющих напряжения на элемен- 
тах и тока в индуктивности должны быть равны разностям начального 
и установившегося значений соответственно напряжения и тока. [10э- 
тому, используя наложение установившейся и свободной составляю- 
щих, можем написать выражения напряжения на элементах и тока 
в индуктивности: 

u=R (I ~1,) e~ RUA 
ip == 1 + (Iy— I) > RUE, (2.24) 
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$ 2.5. РАЗВЕТВЛЕННЫЕ ЦЕПИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

‚ Перейдем к рассмотрению переходных процессов в простых раввет- 
‚вленных цепях (описываемых уравнениями первого порядка) при 
‘подключении их к источнику постоянного напряжения или тока. 
‚В общем случае для анализа разветвленных цепей необходимо состав- 
‘лять И решать систему дифференциальных уравнепий. Однако для 
простых цепей с одним запасающим энергию элементом можно полу- 
чить результат физически нагляднее путем сведения их к неразвет- 
вленным ЮГ- и ЮС-цепям. Для этого снова обратимся к примененному 
в предыдущем параграфе приему, основанному на использовании роли 
свободной составляющей в цепи. Этот прием не только быстрее приво- 
дит к цели, но также позволяет лучше понять переходные процессы 

‚в простых цепях. Ход рассуждений здесь следующий. 
Сначала определяют значения начальных токов и напряжений 

в интересующих ветвях в момент # = 0--, для которого индуктивность 
заменяется источником тока с током i, (0) = J», а емкость — источ- 
ником напряжения с напряжением ис (0) = Uy. Далее определяют 
значения напряжений и токов ветвей в установившемся режиме, для 
которого индуктивности заменяются коротким замыканием, а ем- 
кости — разрывом. Для обоих режимов получают цепи, состоящие 
только из активных сопротивлений и питаемые от источников постоян- 
ного напряжения и тока, т. е. обычные цепи постоянного тока, расчет 
которых не представляет трудностей. 

Ток в любой ветви будет состоять из установившейся и свободной 
составляющих: 

t=iy+ Де", - (5—1) e—", (2.25) 

Где Jy, ty — начальное и установившееся значения тока в ветви. 
Постоянная интегрирования принята равной А = J) — ty из ус- 

ловия Получения плавного перехода тока от начального значения 
к установившемуся, обеспечиваемого свободной составляющей в виде 
одной экспоненты. 

Постоянную времени в рассматриваемом случае проще всего опре- 
делить из схемы цепи в свободном режиме, которая получается из 
исходной схемы, если ее входные зажимы, к которым присоединяется 
источник сигнала, замкнуть накоротко — в случае источника напря- 
жения, или разомкнуть — в случае источника тока. Получающиеся 
при этом цепи легко сводятся к неразветвленным контурам из актив- 
ного сопротивления и емкости или из активного сопротивления и ин- 
дуктивности. 

Проиллюстрируем сказанное на примере цепи, присоединенной 
к источнику постоянного напряжения (рис. 2.5, а); на рисунке указаны 
также данные элементов цепи. Переходный процесс вызывается вклю- 
чением ключа в момент ¢ = 0, замыкающего накоротко сопротивление, 
соединенное последовательно с индуктивностью. Начальный ток в ин- 
дуктивности здесь не задан и должен быть найден из рассмотрения 
предшествующего режима в момент ¢ = Q—. Полагая этот режим 
установившимся, заменяем индуктивность коротким замыканием и 
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получаем схему замещения для момента 1 = 0— (рис. 2.0, 6). Ток 
в индуктивности, равный начальному току в ветви 9, согласно этой 
схеме составляет iz (0) = la. Начальные токи в остальных ветвях на- 
ходим из схемы рис. 2.5, в, для момента Е = 0+, на которой индуктив- 

Хх t=0 
20M 

+ i,(0) . 
48 7 20m 0,52H Т 20м 150) h 

Рис. 2.5 

ность заменена источпиком тока. Для этой схемы можно записать 

следующие уравнения: 

26 (0) 24 (0) =4; 12 (0) — п (0) =— И =— 1. 

Отсюда получаем 

р (0) =0,5 а; п (0)=1,5 а. 

Установившиеся токи при # = oo определяем из простой схемы 
рис. 2.5, г, где индуктивность снова заменена коротким замыканием. 
Из схемы получаем: i, (со) = i, (©) = 2; i, (co) = 0. 

Наконец, замкнув накоротко входные зажимы при включенном 
ключе, получаем схему режима собственных колебаний, изображенную 
на рис. 2.5, д. Соединив параллельно две ветви из активных сопротив- 
лений, получаем эквивалентное сопротивление в | ом, которое вклю- 
чено последовательно с ‘индуктивностью в 0,5 гн. Постоянная времени 
цепи t = 0,5 сек. Теперь, подставив найденные значения начальных 
и установившихся токов ветвей и постоянной времени в уравнение 
(2.25), получим выражения искомых токов ветвей: 

i, == 2—0,5€ 2. 

i, =0,5-+0,5e 2; 

3=1—е *. 
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$ 2.6. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫЙ RLC-KOHTYP — СВОБОДНЫЙ РЕЖИМ 

Запишем уравнение равновесия напряжений в цепи из последова- 
тельно соединенных индуктивности, активного сопротивления и 
емкости, питаемой от источника напряжения (рис. 2.6, а): 

LE +Ri+4 \ и  (@>0. 

Решение уравнения должно удовлетворять двум начальным усло- 
виям, задаваемым в виде начального тока в индуктивности и началь- 
ного напряжения на емкости. 

Рассмотрим режим собственных колебаний (свободный режим) 
цепи, соответствующий короткому замыканию входпых зажимов 
(рис. 2.6, 6), когда ток удовлетворяет 
уравнению t=0 lo R 

ева ео А, 
u(t) = 

‚Продифференцировав обе части T- 
уравнения по времени, получаем — 

Loe tRE+E=0. (2.26) Ь 
dt? dt C | | — 

Соответствующее характеристиче- t |- 
ское уравнение имеет вид . “Te 

R | 9 9 

ртр те =P + 2ap + в =0, я 

(2.27) Рис. 2.6 
re a@=R/2L; в = ШИ ГС. 

Оно имеет два корня, определяющие две -частоты собственных 

колебаний цепи: 

Вл, а = — o or V о — Wy. (2.28) 

Каждый из корней дает независимое решение, поэтому для сво- 
бодной составляющей тока в цепи будем иметь 

i= A,ert + Ayer, (2.29) 

Первая производная тока, пропорциональная напряжению Ha 
индуктивности, равна 

di 
dt _ 

Для определения двух произвольных постоянных A, и А. необ- 
ходимо знать начальные условия: значение тока и его первой произ- 
водной при ¢t = 0+. 

Примем начальный TOK в индуктивности равным нулю, а начальное 
напряжение на емкости отличным от нуля с полярностыо, показанной 
на рис. 2.6, 6, так что 

i(0)=0; uc (0) =— Us. (2.31) 
43 

piAyer" + prAe", (2.30)



По этим независимым начальным условиям и уравнению цепи легко 
найти начальное значение производной тока. Поскольку при Ё = 0 
ток в цепи равен нулю, напряжения на индуктивности и емкости равны. 
Поэтому 

р (0+) =. (2.32) 

По условиям, удовлетворяющим (2.31), полагая t= 0 в (2.29) 
и (2.30), получаем два уравнения для определения двух произвольных 
ПОСТОЯННЫХ: 

рый, рьАь=й (0) 19. (2.33) 
Решение этих уравнений дает выражение 

Й АД. =— А, = a 2.34 
, ? L (р1 — рэ) ( ) 

Это выражение определяет характер решения дифференциального 
уравнения цепи и зависит от вида корней характеристического урав- 
нения (2.28). 

Здесь возможны три случая: 

1] а <, или В <2ИГ/С — корни комплексные сопряженые 
с отрицательной вещественной 
частью; режим — колебательный; 

2) a> ®, или Ю > ЗИ Г/С — корни вещественные отрицатель- 
ные; режим — апериодический; 

3) а = в, или КЮ = 2V LIC — корень вещественный двукратный; 
режим — критический. 

Сначала рассмотрим колебательный режим как наиболее важный. 
Представим корни (2.28) в виде 

Pi, p= — ack V в —@ =—atjo,;, (2.35) 

где 0—7 9; ®а=И 6—9. 
Разность корней р. — р.==72ю4. Произвольные постоянные (2.34) 

с учетом (2.35) выразятся так: 

— Uo 
Ay=— А. = 210, ° 

Подставив эту величину в (2.29), получим 
Щи 

i= Uo eat ela —e Md __ 0 e 

BT о 2] — @gL ~ sin wt. 

После замены VL согласно (2.27) для искомого тока в цепи окон- 
чательно будем иметь 

U. Wo о: 
= .—@ е at Sin <. (2.36) 

VLIC oy 
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Ток в контуре при колебательном разряде емкости изменяется по 
закону экспоненциально затухающей синусоидальной функции. Гра- 
фик тока представлен на рис. 2.7, а. 

Максимальная амплитуда тока определяется корнем квадратным 
из отношения индуктивности и емкости: 

—VTC. (2.87) 
Эта величина, измеряемая в OMAX, пазывается характеристическим 

‚сопротивлением контура. 
Угловая частота колебаний тока в контуре с потерями согласно 

(2.35) равна 

ав, УТ (@ 00) <p. (2.38) 

Здесь в, = 1/V LC представляет угловую частоту колебаний тока 
в контуре без потерь, когда a = (R/2L) = 0. При a = 0,14, с пог- 
решностью, не превышающей 1%, мож- 
но полагать Wy = Wo. a 

Заметное уменьшение W, по сравне- SL 
нию ®, Получается только при значе- И 
ниях относительного затухания (A/Wo) = ve [Ss 
= R/20, близких к критическому ре- 
жиму. 

Затухание тока определяется множи- и. 
телем — экспонентой. Относительное за- ~~ 
тухание колебаний характеризуется так д 
называемым  декрементом затухания, yoo t 
представляющим отношение мгновенных и 
значений тока через один период: / 

n—al с [ l 

A= © Sih Od —е”Т. 2.39 
е— “(11 Г) gin wy (ЕТ) ) 3 т 

8 

Puc, 2.7 
Декремент затухания не зависит OT 

времени, так что отношение соседних 
амплитуд в любом месте кривой тока 
имеет одно и то же значение. Натургльный логарифм декремента 
затухания называется логарифмическим декрементом: 

InA=aT = 2na/,. (2.40) 

Логарифмический декремент затухания для цепей с небольшим 
затуханием, когда Wy ~ Wo, при учете (2.27) и (2.37) можно прибли- 
женно представить как 

21a UR I I п АА неа, (2.41) 
Wy WoL о 

где Q = о/Ю — добротность контура. 
Добротность контура, равная отношению характеристического 

сопротивления к активному сопротивлению, определяет декремент 
затухания: чем выше добротность, тем меньше декремент затухания. 
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В предельном случае R = 0 (отсутствие потерь и затухания) при 
разряде емкости в коитуре установится незатухающий синусоидаль- 

ный ток с частотой ®1= в, = ИИ LC: 

. Ш. 
i=-— $116 Е, (2.42) 

о ` 

При этом напряжение на емкости 
1 1 

ГС. UC. ис =U (0) +e idt =U, +500 \ то — — И, cos wot. (2.43) 
0 0 

Амплитудные значения энергии В ИНДуктивности и емкости полу- 

чаются одинаковыми: 

Li? LU; .. 5 CUS с: 9 ; WL = "5 = Gog SIN Wyl =F SIN* Dol; 

СИ? 
Ис=Ь-5” COS? @,/, 

(2.44) 

а их сумма остается неизменной во времени и равной начальной 
энергии, запасенной в емкости: 

W, ше =CU;/2. 

Таким образом, с энергетической точки зрения процесс собствен- 
ных колебаний в контуре без потерь состоит в периодическом обмене 
энергии между емкостью и индуктивностью. В моменты максимума 
напряжения на емкости ток в контуре равен нулю (вся энергия запа- 
сена в емкости), а в моменты максимума тока в контуре напряжение 
на емкости равно нулю (вся энергия запасена в индуктивности). 

Перейдем к рассмотрению апериодического режима. Чтобы сокра- 
тить выкладки, перенесем решение, полученное для колебательного 
разряда емкости, на апериодический случай. Для этого второе слагае- 
мое, входящее в выражение двух вещественных корней (2.28) 

р, = — а У а — в =— “ЕВ, 

свяжем с угловой частотой (2.35): 

Og=V o—e@ =] И a — в = В. - (2.45) 
Выражение тока для апериодического разряда емкости можно 

получить из (2.36): 

j— Lo Oo goat cin ВЕ о 90 eat gh ВЕ. 90 [9 (P47. (2.46) 
о № о В 22 В 

Выражение состоит из положительной медленно затухающей экспо- 
ненты с коэффициентом затухания a — В, определяющей спад тока 
(рис. 2.7, 6), и отрицательной быстро затухающей экспоненты с коэф- 
фициентом o -- В, определяющей процесс нарастания (фронт) тока. 
Ток получается неколебательным, он не принимает отрицательных 
значений, т. е. не меняет своего направления. 
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Критический режим можно свести к апериодическому режиму. 
Полагая, что при 

= а — 01 1-0 shpt— Bt, 

из (2.46) получаем 

= te, (2.47) 

Здесь появляется характерный для случая кратных корней мно- 
житель { у экспоненты; ток также не меняет своего паправления 
(рис. 2.7, 80). 

$ 2.7. ПОДКЛЮЧЕНИЕ RLC-KOHTYPA К ИСТОЧНИКУ 

ПОСТОЯННОГО НАПРЯЖЕНИЯ ИЛИ ТОКА 

Если к цепи из последовательно соединенных индуктивности, ак- 
тивного сопротивления и емкости в момент { = 0 приложено постояип- 
ное напряжение (см. рис. 2.6, а), то уравнение равновесия напряжений 
в цепи имеет вид 

LG+Rite@ \ idtsu (t> 0). (2.48) 

Примем следующие независимые начальные условия, которым 
должно удовлетворять решение уравнения: 

1(0)=0; ис (0) =(.. (2.49) 

При этих условиях задача может рассматриваться как задача 
анализа режима заряда емкости с начальным зарядом gy через индук- 
THBHOCTb и активное сопротивление. 

По независимым пачальным условиям (2.49) и уравнению (2.48) 
для момента ¢ = 0 находим начальное значение первой производной 
тока: 

] | ’ i! (0+)=~ (UU) = 7 Us (2.50) 
Установившаяся составляющая тока в цепи равна нулю, так как 

цепь имеет последовательную емкость. Поэтому ток в цепи будет равен 
свободной составляющей (2.29): 

[== len = A ye?! —- Ager. 

Приравняв начальное значение тока нулю и начальное значение 
его первой производной выражению (2.50), получим два уравнения 
для определения произвольных постоянных: 

A,+4,=0; 

U—U 
PA + РА ==. (2.51) 

Эти уравнения идентичны уравнениям (2.33). Следовательно, TOK 
в режиме заряда емкости от источника постоянного напряжения 
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будет одинаковым с током разряда емкости. В случае колебательного 
заряда выражение тока совпадает с выражением (2.36), лишь в числи- 
теле получим разность начального напряжения и напряжения источ- 
ника: 

. U— Uy Wo —ol . 

{—=———_ - те“. 2.52 ay р (2.52) 
При А=0 ток заряда емкости через индуктивность 

т Woe. 

Напряжение на емкости 

ис sin wt = И— (И— 0.) cos @t. — (2.53) 
a 

>
 

P
O
S
 

me
 

Здесь первое слагаемое, равное напряжению источника, представ- 

ляет установившуюся, а второе слагаемое — свободную составляющую 

напряжения. В момент Ё = nV ГС, т. е. 
через полпериода, напряжение‘на ем- 

ира кости достигает максимального значения 
и \ А. /. Ucmax = (20 — U,), которое при U, = 0 
4 Sud Ам (отсутствие начального заряда) равно 

/ J a удвоенному значению напряжения источ- 
a) ника. Этот случай показан на графике 

sy puc. 2.8, a. 
WS При R =~ 0, когда TOK выражается 

А ИХ = через (2.36), напряжение на емкости 

Ur 

—
 

"
1
 

—
 

—
 ~
~
 

o
e
 

— 1 — enw [cos Ot + 

+ =~ sin ий | (2.54) 
а - 

5) 

Рис. 2.8 

Здесь второе слагаемое — свободная составляющая напряже- 
ния — затухает по экспоненте. График изменения напряжения при 
U, = 0 показан на рис. 2.8, 6. 

$ 2.8. ОБ АНАЛИЗЕ РАЗВЕТВЛЕННЫХ ЦЕПЕЙ 

Анализ сложных цепей проще производить в частотной области 
с помощыо излагаемого ниже преобразования Лапласа. Поэтому 
здесь остановимся лишь на некоторых общих вопросах, выявляющих 
физические процессы и вытекающих из решений систем дифферен- 
циальных уравнений, которыми описывается поведение разветвлен- 
ных цепей. Для большей наглядности рассмотрим пример двухкон- 
турной цепи, питаемой от одного источника напряжения (рис. 2.9, a). 
Уравнения для этой цепи были получены в предыдущей главе (см. 
$ 1.9). Положим в этих уравнениях величины элементов равными: 
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(2.55) 
— а dt - “++ a 

Путем исключения неизвестных (здесь iy, fg), кроме одной, эта CH- 
стема уравнений может быть приведена к одному уравнению более 
высокого порядка. При этом исключение неизвестных удобно произ- 
водить, вводя дифференциальный оператор 

а * 

р=ш; р" = \ dt. (2.56) 

Применение оператора к системе дифференциальных” уравне- 
ний (2.55) преобразует ее в систему алгебраических уравнений: 

| ® | e ° ° 

| +1 + )ir— р bg = [7111 — Ой =U; 

1. 1\. . 
р ty (р “ET -F > ig = — Эй + Рё =0. 

-Здесь коэффициенты при переменных, зависящие от дифферен- 
циального оператора, равны 

р--р-! I 
Diy — о = р , Do = Dy — =. 

Определитель коэффициентов системы 

| 
A= DyDe2 —DypDa =~ (p° + 2p + 3p +2). 

(2.57) 

Решение системы можно записать в виде 

At, == ри; Ai, = Dot. 

Подставив сюда значения Dy, О» и определителя А и заменив 

оператор р знаком peepee получим уравнения токов: 

а а di 

te За Het Su 
oa 42 dig (2.58) 

pH2Q а НЗ Pt =и. 
Очевидно, аналогично можно получить дифференциальные урав- 

чения N-rO порядка для цепи и системы уравнений более общего вида. 
Как видно из (2.58), правые части уравнений в общем случае со- 

1ержат как действующие в цепи сигналы, так и их производные. Левые 
ке части уравнений для токов различных ветвей цепи получаются 
эдинаковыми. | | 

Рассмотрим свободный режим в цепи. При действии источника 
напряжения свободный режим соответствует короткому замыканию 
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входных зажимов цепи (рис. 2.9, 6), так как для получения однород- 
ных уравнений мы тождественно приравниваем нулю все слагаемые 
правых частей исходных неоднородных уравнений (2.58). Так как ле- 

вые части обоих уравнений (2.58) 
одинаковы, TO  характеристическое 
уравнение и, следовательно, частоты 
собственных колебаний для всех реак- 
ций цепи будут одинаковыми. Из 
сравнения (2.57) и (2.58) видно, что 
характеристическое уравнение полу- 
чается приравниванием нулю опреде- 
лителя системы (2.57). Ее правые ча- 
сти должны быть приравнены нулю, 
поскольку рассматривается свобод- 
ный режим. При этом равенство нулю 
определителя однородной системы 

уравнений, как известно из математики, является необходимым усло- 
вием получения отличного от нуля решения. Характеристическое 
уравнение для (2.58) или (2.57) 

p+ 2p?-+ 3p +2—0 

имеет один вещественный и два комплексных сопряженных корня: 

р=— 1; р.=— 0,54 0,5У7. 

Свободная составляющая тока будет состоять из трех слагаемых; 
например, ток в первой ветви 

Дел = Aye?! + Aner! + АзеР=, 

Первое слагаемое в соответствии со значеннями корней представ- 
ляет затухающую экспоненту (т, = 1), а второе и третье слагаемые — 
затухающее по экспоненте (т. == 2) синусоидальное колебание с часто- 

той @, = 0,5У7. Таким образом, после определения корней харак- 
теристического уравнения процессы в сложной цепи сводятся к рас- 
смотренным выше процессам в простых контурах первого и второго 
порядка. 

Определение частот собственных колебаний цепи требует нахожде- 
ния корней алгебраического уравнения в общем случае N-ro порядка. 
В этом состоит главная трудность анализа цепей, описываемых диф- 
ференциальными уравнениями высокого порядка. Она присуща всем 
точным методам анализа. 

Если найдены корни характеристического уравнения и определена 
вынужденная составляющая реакции, то общее решение уравнения 
цепи ип-го порядка при отсутствии кратных корней будет иметь вид 

i=is-icn=iy У! Aner (2.59) 
l 
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Произвольные постоянные интегрирования А, должны быть най- 
дены из равенств, удовлетворяющих начальным условиям. Для этого 
необходимо решить систему из линейных алгебраических уравнений, 
составленных путем приравнивания тока (2.09) и его (и — 1) произ- 
водных при ¢ = 0 известным пачальным значениям тока и соответст- 
вующих его производных. 

Обычно задаются начальные токи в индуктивностях и начальные 
напряжения на емкостях, называемые независимыми начальными 
условиями. Поэтому предварительно необходимо по известным неза- 
висимым начальным условиям найти значения начальных реакций 
и их (п — 1) производных при Ё = 0--. Это всегда можно сделать из 
рассмотрения исходной системы уравнений в момент ¢ = 0-- с учетом 
условий непрерывности токов в индуктивностях и напряжений на 
емкостях. Необходимость дополнительных расчетов, связанных с оп- 
ределением произвольных по- 
стоянных, является недостатком + 0 ae 
классического метода анализа. 

В заключение остановимся 
на вопросе об определении по- 
рядка дифференциального урав- 
нения или числа частот соб- 
ственных колебаний цепи по за- 
данной ее схеме без составления 
уравнений. Цепь должна рас- 
сматриваться в свободном ре- 
жиме: при коротком замыкании входных зажимов — в случае дей- 
ствия источников напряжения и при разрыве их — в случае дей- 
ствия источников тока. При этом последовательно или параллельно 
соединенные индуктивности (емкости) должпы быть заменены одной 
индуктивностыьо (емкостью). 

Для определения постоянных интегрирования уравнения п-го 
порядка необходимо иметь и начальных условий. Поэтому порядок 
уравнения должен быть равен числу независимых начальпых условий, 
т.е. числу индуктивностей и емкостей цепи, если начальные токи 
и напряжения в них являются действительно пезависимыми. Но если 
в цепи имеются замкнутые контуры, состоящие только из емкостей 
или только из индуктивностей и источников напряжения с суммарным 
напряжением UW, (1) (рис. 2.10), то начальные напряжения емкостей 
или начальные токи индуктивностей будут зависимыми. 

Для емкостного контура (рис. 2.10, а) сумма начальных напряже- 
ний по второму закону Кирхгофа должна быть равна 

Ул ись (0) = шо (0). 

Для индуктивного контура (рис. 2.10, 6) производная от сум- 
марного потокосцепления при [==0 должна быть равна 

Уи, (0 = УЧ, (= У (0) = 0). 

Рис. 9.10 
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Из этого уравнения следует, что в контуре, состоящем из индуктив- 
ностей, при действии конечного напряжения сумма потокосцеплений 
не может измениться скачком (при скачке производная будет иметь 
неограниченное значение): 

УР, (0 —) =, (0 +). 

Следовательно, сохраняется постояиство общего потокосцепления. 
Потокосцепления отдельных индуктивных элементов, очевидно, 

могут претерпевать разрывы. 
Аналогичным (дуальным) образом, если цепь имеет узлы, в которых 

сходятся только индуктивности или только емкости и источники тока 
с суммарным током fy (1 (рис. 2.11), то начальные токи индуктивностей 
или начальные напряжения (заряды) емкостей будут зависимыми. 

Для узла, составленного из индуктивностей (рис. 2.11, а),. сумма 
начальных токов по первому закону Кирхгофа равна 

» lip (0) == Ly (0). 

Для узла, составленного из емкостей (рис. 2.11, 6), производная 
от суммарного заряда при 1=0 должна быть равна 

У» O=Z Ye =F У Сьись (0) = iy (0). 

Отсюда следует, что при действии в узле, образованном емкостями, 
тока конечной величины сумма зарядов не может измениться скачком, 

так что сохраняется постоян- 
ство общего заряда: 

39 (9 —) =>» 9» (0 +). 
Заряды отдельных емко- 

стей могут претерпевать раз- 
a) рывы. 

Рис. 2.11 Общее число соотношений 
взаимной зависимости началь- 

ных условий равно сумме числа независимых контуров, состоящих из 
индуктивностей или емкостей, и числа независимых узлов, образо- 
ванных емкостями или индуктивностями. Следовательно, порядок 
дифференциального уравнения цепи равен общему числу индуктив- 
ностей и емкостей минус число независимых контуров и узлов, об- 
разованных только индуктивностями или емкостями. 

В частных случаях определенных числовых соотношений элементов 
порядок уравнений для некоторых ветвей или узлов может оказаться 
ниже за счет сокращений множителей характеристических уравнений 
левой и правой частей. В рассмотренном выше примере все начальные 
условия независимы, поэтому порядок уравнений (2.58) при питании 
цепи от источника напряжения равен трем. 



ГЛАВА ТРЕТЬЯ 

ПЕРЕХОДНАЯ И ИМПУЛЬСНАЯ ХАРАКТЕРИСТИКИ. 

ИНТЕГРАЛЫ НАЛОЖЕНИЯ 

$ 3.1. СТУПЕНЧАТАЯ И ИМПУЛЬСНАЯ ФУНКЦИИ 

В этой главе рассмотрим два наиболее важных вида сигиалов из 
семейства разрывных или особых функций, имеющих большое значение 
в теории цепей: единичную ступенчатую и единичную импульсную 
функции. Вводить эти функции будем на основе интуитивных физиче- 
ских представлений без математического обоснования, которое может 
быть произведено с помощью теории обобщенных функций. 

Ступенчатая и импульсная функции представляют идеализации, 
облегчающие приближенное математическое описание действительных 
сигналов; их введение является неизбежным следствием введения 
идеальных источников и элементов, а также идеальных ключей. 

Единичная ступенчатая функция 

Напряжение в виде ступенчатой функции получается, например, 
при подключении цепи к идеальному источнику постоянного напря- 
жения (рис. 3.1, а) с помощью идеального ключа, сопротивление ко- 
торого в момент ¢ = 0 мгновенно обращается в нуль, когда папряже- 
ние на зажимах цепи от нулевого значения скачком принимает постоян- 
ное значение И. Ступенчатая функция, следовательно, претерпевает 
конечный разрыв при { = 0. Единичную ступенчатую функцию, имею- 
щую амплитуду, равную единице (рис. 3.1, 6), будем обозначать через 
8, (1) | 
Аналитически она может быть записана Tak: 

0 1—0: 
6, = 3.1 
1) | 1 ¢>0. (3.1) 

Таким образом, функция 6, (1) тождественно равна нулю при всех 
отрицательных значениях аргумента и единице при всех положитель- 
ных значениях аргумента. Поэтому единичную ступенчатую функцию, 
смещенную вправо на время т (рис. 3.1, в), можно записать в виде 

О t<T; 
3.2 

1 ¢>t. (3.2) 
01 (9 
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Напряжение такого вида можно получить включением ключа 
в момент 2 == т. Любая ограниченная функция времени, умноженная 
и па функцию (3.2), очевидно, тождественно 

обращается в нуль при. [< т и сохраняет 
iv u(t}! | Цель без изменения свои значения при ft >> т: 

ot ,_f 9 t< Tt; г, = ри 

Следовательно, умножение функции на 
5, (1) приводит к отсечению ее значений при 

18 [ < 0, т. е. оно равносильно действию клю- 
- Ча, включающего источник сигнала } (1) в мо- 

мент 1 = т. 
Поскольку элементы Lu с производят ин- 

— тегрирование и дифференцирование токов и 
18 напряжений, возникает необходимость вы- 

полнения этих операций для введенной сту- 
8) пенчатой функции. При интегрировании сту- 

Рис 3] пенчатой функции получаем непрерывную 
линейно нарастающую функцию. При диффе- 

ренцировании ступенчатой функции необходимо вводить производ- 
ную от разрывной функции — импульсную функцию. 

(3.3) 

u(t) 

u(t) 

Единичная импульсная функция 

Для введения более сложной единичной импульсной функции, 
которую будем обозначать через 6 (1, рассмотрим предварительно 
две функции: 1) функцию 

(1), линейно нарастающую 
от нуля при Ё= —t,/2 до 
единицы при ¢=7,/2 и при- 
нимающую постоянное значе- 
ние, равное единице, при [> 
> т./2 (рис. 3.2, а); 2) пер- 
вую производную fy, (f) этой 
функции, представляющую 
прямоугольный импульс дли- | 
тельностью т, и амплитудой Wy) | ГГ] 
[/т, (рис. 3.2, 6). Площадь, тр 0 27 ; г} 
ограниченная ]» (1), очевидно, 5) 2) 
равна единице независимо OT рис. 3.9 
значения Ty. 

Обе функции, следовательно, связаны соотношениями 

ь0=%; ро he dt. (3.4) 
Если начать уменьшать длительность т. у функции f, (1), TO будет 

уменьшаться и длительность функции [| (1); одновременно будет уве- 
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личиваться ее амплитуда — прямоугольный импульс примет форму 
узкого пика. В пределе, при т, —> 0 длительность пика обратится 
в нуль, а амплитуда 1/t, будет стремиться к бесконечности, и мы полу- 
чим единичную импульсную функцию, которая может быть записана 
в виде 

0 t<0; 

lim р (1) =0 =! co t=O); (3.5) 

aoe 0 #>0. 

Единичная импульсная функция равна нулю при всех значениях 
аргумента, отличных от нуля, но при пулевом значении аргумента она 

обращается в бесконечность. При этом площадь, ограниченная ею, 

+ 09 0 +- 

| 8 (1 41= \ 8(1 dt=1. (3.6) 
— oc 0— 

Функция (Г) в пределе, очевидно, обращается в единичную 
ступенчатую функцию: 

fim р @ =6, (0. 

Соотношения (3.4) при предельном переходе обращаются в сле- 
дующие: 

50=“ 0; &0=\504. (3.7) dj °? 1 . 

Единичная импульсная функция является производной от единич- 
ной ступенчатой функции, а единичная ступенчатая функция — инте- 
гралом от единичной импульсной функции. Следовательно, мы ввели 
понятие производной от функцин в точке ее разрыва. 

Единичная импульсная функция, смешенная на время т, может 
быть записана таким образом: 

co Ё=т, 
(i) =| 0 tet (3.8) 

Импульсную функцию принято изображать в виде вертикальной 
стрелки, расположенной при Ё == 0 (рис. 3.2, в), а смещенную функ- 
цию — при ft = т (рис. 3.2, г). 

Произведение } (1 6 (Е — т) следует полагать равным нулю при 
всех значениях CT, а при Ё = т равным f (т) 6 (Е —T). Поэтому 

О (t —t) dt =} ($). (3.9) 
0 

Импульсная функция выводит значение функции } (т) из-под знака 
интеграла. 

Размерностью единичной импульсной функции времени является 
| Сек. Ее значение, записываемое в виде коэффициента перед 6-функ- 
цией, определяется площадыо, ограниченной сигналом, и имеет раз- 
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мерность вольт-секунда (в-сек) для импульсного напряжения и ампер- 
секунда (асек) для импульсного тока. 

Некоторая трудность восприятия этой необычной функции, не 
укладывающейся в рамки классического определения функции, легко 
преодолевается, если представлять ее в указанном выше процессе 
предельного перехода. Импульсная функция является идеализирован- 
ным, приближенным представлением импульсных сигналов, длитель- 
ность которых мала по сравнению с постоянной времени цепи; при этом 
форма сигналов несущественна — важна их площадь. Введение им- 
пульсной функции является следствием тех допущений, которые были 
сделаны при введении ступенчатой функции. 

Трудности же анализа цепи при действии напряжений и токов в виде 
импульсных функций легко обойти, если при расчетах четко разгра- 
ничивать моменты O—, Ои O-+. 

$ 3.2. ПЕРЕХОДНАЯ И ИМПУЛЬСНАЯ ХАРАКТЕРИСТИКИ ЦЕЛИ 

Ниже покажем, что сигнал любой формы можно представить в виде 
суммы большого числа смещенных по оси времени элементарных сту- 
пенчатых или импульсных функций. Поэтому очень важно знать реак- 
ции цепей на действие таких. сигналов. Этим реакциям ввиду их 
важности присвоены названия переходных и импульсных характе- 
ристик. 

Переходной характеристикой A, (1) называют реакцию цепи на 
действие единичного ступенчатого напряжения или тока. Импульсной 
характеристикой fi (¢) называют реакцию цепи на действие единичной 
импульсной функции. Обе характеристики определяются при нулевых 
начальных условиях, т. е. при отсутствии запаса энергии в цепи. 

Так как импульсная функция является производной от ступенча- 
той функции, то согласно свойству линейных цепей (см. $ 1.10) импульс- 
ная характеристика также является производной от переходной ха- 
рактеристики: 

во = 0, (= \ h (t) dt. (3.10) 

Если известна реакция цепи при включении на постоянное напря- 
жение или ток, то для получения переходной характеристики доста- 
точно разделить эту реакцию на величину амплитуды сигнала. Отсюда 
следует, что переходная характеристика, так же как и импульсная 
характеристика, может иметь размерность ампер на вольт (а/в), вольт 
на ампер (6/a) или быть безразмерной в зависимости от размерностей 
входного сигнала и реакции. 

Рассмотрим сначала действие ступенчатой и импульсной функций 
на отдельные элементы цепи. 
Активное сопротивление. Поскольку напряжение 

и ток в Ю-элементе пропорциональны друг другу, при действии напря- 
жения в виде ступенчатой или импульсной функций токи также будут 
иметь ступенчатую или импульсную форму. 
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Емкость. Если к емкостному элементу приложено напряжение 
ступенчатой формы с амплитудой U, то согласно вольтамперной харак- 
теристике ; 

do, (1 
10 Св (t). (3.11) ic CTE 

Ток представляет импульсную функцию со значением, равным за- 
ряду СИ; это означает, что зарядный ток мгновенно принимает беско- 
нечно большую величину и сразу спадает до нуля. Только при таком 
токе можно скачком передать емкости конечный заряд, пропорцио- 
нальный приложенному ступенчатому напряжению. 

Если к емкости подвести импульсный TOK { = 4 0(1, то 

0+ 
ист \ ic dt = 2 \ 6 (t) dt = 8,(0. (3.12) 

— co 0 — 

Напряжение изменяется по закону ступенчатой функции, т. е. 
скачком принимает значение 4/С. 

Как видим, при действии тока неограниченной амплитуды в виде 
импульсной функции нарушается установленная для токов конечной 
амплитуды непрерывность заряда в емкости. 
Индуктивность. В случае приложения к индуктивному 

элементу тока в виде ступенчатой функции с амплитудой / напряжение 
на индуктивности 

6, (1) ШЕЯ 2 pp _ 118) (3.13) 

представляет импульсную  уикцию со значением L/, т. е. мгновенно 
при # = 0 принимает бесконечную амплитуду и сразу спадает до нуля. 
В случае приложения к индуктивному элементу напряжения в виде 
импульсной функции со значением L/ ток в элементе является ступен- 
чатой функцией: 

о 

ат \ ит \ LI §(t) dt = 8,(2). (3.14) 
— CO 0— 

Следовательно, в момент ¢ = 0 ток скачком принимает значение 
Г, так что при действии напряжения в виде импульса неограниченной 
амплитуды не соблюдается условие непрерывности тока и потокосцеп- 
ления в индуктивности. 

Выражения (3.11) и (3.13) при И = Ти J = 1 представляют пере- 
ходные характеристики, а выражения (3.12) и (3.14) при СИ = | 
и L/ = | — импульсные характеристики емкостного и индуктивного 
элементов. 

Перейдем к рассмотрению характеристик простых цепей; реакции 
этих цепей при их подключении к источнику постоянпого напряжения 
или тока были определены в главе 2. 

Для получения переходных характеристик достаточно положить 
в соответствующих выражениях амплитуды действующих напряжений 
и токов равными единице и принять нулевые начальные‘условия. 
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Для тока в последовательном Ю[-контуре из (2.12) имеем переход- 
ную характеристику 

Но (Ie RY) $ (2. (3.15) 

Множитель 6, (1) обращает функцию в пуль при < 0, поэтому 
отпадает необходимость в указании области задания функции. 

Взяв производную от выражения (3.15), получим импульсную 
характеристику цепи 

Вр == OPUS, (1). (3.16) 

Импульсную характеристику, конечно, можно получить пезави- 
симо от переходной характеристики путем анализа цепи при действии 
импульсного возбуждения, производимого с четким разграничением 
моментов 0—, О и 0--. В последовательном RL-KOHType в интервалах 
f= О и ¢t = 0-Е (индуктивность с нулевым начальным током) все 
импульсное напряжение будет приложено к индуктивности и согласно 
(3.14) в ней скачком установится ток I/L. Роль импульспого напря- 
жения сводится, следовательно, к установлению начального тока в ип- 
дуктивности. 

При ¢>> 0 напряжение источника равно нулю, что равносильно 
короткому замыканию, и мы получаем режим свободных колебаний, 
рассмотренный в $ 2.2, — выражения (2.6) и (3.16) совпадают. Отсюда 
следует, что импульсная характеристика цепи представляет свободную 
составляющую реакции цепи. 

Напряжение на индуктивности определяется производной (3.16): 

Ве 6 (t) — те REG, (0). (3.17) 

Первое слагаемое является приложенным к индуктивности (в мо- 
мент ¢ = 0) импульсным напряжением, которое устанавливает Ha- 
чальный ток 1/Г; затухание этого тока при Ё>> 0 обусловливает 
появление второго отрицательного слагаемого. 

Импульсная характеристика параллельного АЮС-контура, дуаль- 
ного последовательному АГ-контуру, будет дуальной импульсной 
характеристике (3.16): 

Ayu) = a em YRC 8s (1 

В интервале or O— до 0- через емкость с нулевым начальным током 
потечет весь импульсный ток источника и согласно (3.12) на емкости 
скачком установится начальное напряжение 1/С. При ¢ >> 0 ток uc- 
точника равен нулю, что соответствует разрыву входа цепи, и мы полу- 
чаем свободный режим разряда емкости через активное сопротивление. 

Таким образом, импульсное возбуждение обеспечивает начальный 
запас энергии и замыкание или разрыв входа цепи — условия, необ- 
‘ходимые для свободного режима. [Поэтому импульсная характеристика 
является свободной составляющей реакции и состоит из экспонен- 
циальных и затухающих по экспоненте сипусоидальных слагаемых. 
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Переходная характеристика для тока в последовательном ЮС-кон- 
туре в соответствии с (2.18) имеет конечный разрыв при Ё = 0 
(рис. 3.3, а): 

1 
По е- ИКС §, (t). (3.18) 

Импульсная характеристика, равная производной от (3.18), со- 
держит импульсную функцию (рис. 3.3, 6): 

1, (Ш. _ — ИВС hin =p 6 (t) pe © кб 0, (В. (3.19) 

В интервале от O— до 0-- емкость представляет короткое замыка- 
ние, ток в контуре равен 6 (1)/Ю и емкость скачком заряжается до 
напряжения 1/ЮС. Разряд емкости через активное сопротивление и 
короткозамкнутый вход при #>> 0 обуслов- 
ливает появление затухающего по экспоненте и, (8) 
второго слагаемого. 

Для тока в последовательном колебатель- 
ном контуре переходная характеристика со- 
гласно (2.36) имеет вид а) 

— OM о -0Ёс: iy от ® sin 026: (2). (3.20) h(é) 

Дифференцирование этой функции дает 
импульсную характеристику, соответствую- 
щую свободному режиму при наличии началь- t 
ного тока в индуктивности (в рассматривае- 
мой цепи): 5) 

__ 090 2-9 с: Що =e [cos ogt—& sin coat 5, (t). (3.21) one. 3.3 

$ 3.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ РЕАКЦИЙ ПРИ ДЕЙСТВИИ СИГНАЛОВ 

ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФОРМЫ 

Принцип наложения позволяет распространить результаты анализа 
линейных цепей при действии сигналов в виде ступенчатых или импуль* 
сных напряжений и токов на случаи действия сигналов произвольной 
формы. Здесь мы выведем так называемые интегралы наложения или 
свертки с использованием импульсной и переходной характеристик, 
при помощи которых можно найти реакцию цепи на действие сигнала 
любой формы и обойти трудности в определении вынужденных состав- 
ляющих при сложных формах правой части уравнений. 

Интеграл наложения с использованием импульсной 
характеристики 

Пусть к цепи с импульсной характеристикой A (1) приложен сигнал 
/, (#) в виде напряжения или тока произвольной формы (рис. 3.4, а). 

Разделим ось времени на равные малые интервалы Ат и разобьем 
функцию f, (1) на последовательность элементарных прямоугольных 
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импульсов, прикладываемых к цепи через промежутки времени Ат. 
Заменив каждый из этих коротких прямоугольных импульсов импульс- 
ными функциями, расположенными в начале интервала, со значениями, 
равными площадям элементарных прямоугольников Ат} (nAt), полу- 
чим приближенное представление функции f, (1) в виде последователь- 
р ности импульсных функций (рис. 3.4, 6). 

Очевидно, чем меньше интервал Ат, тем 
At Ne больше число импульсов в заданном ин- 

тервале и тем выше точность представ- 
ления. 

Реакция на действие п-й элементар- 
> 2) ной импульсной функции будет пропор- 

f(t) циональна импульсной характеристике 
цепи, смещенной на время пАт: A 

| | | | А}, = Atf, (1 At) А (Е— п At). 

0 ; Для получения приближенной ре- 
5) зультирующей реакции на выходе цепи 

te ae | к моменту времени Ё необходимо со- 
| >IT гласно принципу наложения просумми- 
et ровать отдельные реакции, возникшие 

4 от действия всех элементарных импуль- 
сов в интервале от 0 до f: 

п nat | В t Ь (t) == у 1 (2 At) Ath (1 —п At). 
1 At=O 

Puc. 3.4 Чтобы получить точное выражение 
реакции, следует перейти к пределу, 

когда At— dt, а число слагаемых в сумме неограниченно растет, 
так что HAT = т становится непрерывной переменной. В пределе, за- 
меняя знак суммирования интегралом, получим выражение для иско- 
мой реакции, называемое интегралом наложения или свертки: 

t 

fo Q=\A (91—99) at. (3.22) 
0 

Если произвести замену переменной 

t-—t=vt'; dt=—dt’, 

TO получим другую форму интеграла наложения: 

у t 

fe (= h(t) fi €—1) dt. (3.23) 
0 

Различие выражений (3.22) и (3.23) состоит в TOM, что под знаками 
интегралов произведена взаимная замена двух функций. Отсюда 
следует важный вывод о том, что взаимная замена действующего 
сигнала и импульсной характеристики не влияет на реакцию на выходе 
цепи. 
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Из приведенных двух форм интеграла наложения при расчетах 
конкретных примеров следует применять ту, которая дает более про- 
стое подынтегральное выражение. 

Интеграл наложения с использованием переходной 
характеристики 

Применяют также другую форму интеграла наложения с исполь- 
зованием переходной характеристики (интеграл Дюамеля). Ее можно 
получить из (3.22), используя связь между импульсной и переходной 
характеристиками. Но мы получим интеграл Дюамеля на основе тех 
же рассуждений, которые приводились выше. 

Снова разделив ось времени на равные малые интервалы Ат, можно 
действующую на входе функцию f/f, (И представить, как показано на 
рис. 3.4, в, в виде суммы конечной ступенчатой функции f, (0) 4, (2) 
и последовательности элементарных ступенчатых функций, вступаю- 
щих в действие через промежутки времени At. Их амплитуды можно 
приближенно выразить так: 

Af, =f; (п At) Ат. 

Реакция Ha действие смещенной на время пАт элементарной сту- 
пенчатой функции будет пропорциональна переходной характеристике 
цепи: 

ды =Е (a At) Ath, (t—n Ad). 

Просуммировав эти элементарные реакции, возникшие в интервале 
от 0 до [и прибавив реакцию на действие конечной ступенчатой функ- 
ции при ¢ = 0, получим приближенное выражение реакции: 

fo (t) =~ fy (0) Ay - у Е (n At) Ath, ((—п Ad). 
nAt=0 

Переходя к пределу At—>0O и пАт->т, получим искомый интег- 
рал наложения (интеграл Дюамеля): 

fs (И =f, (0) My Q+\ fi (Я, (1—1) dt. (3.24) 
0 

Если применить интегрирование по частям 

\ udv=uv—\vdu, 

положив В (3.24) и = A, (Е — т); du = —h, (t — т) dt; du = fi (t) dt; 
и =f, (т), TO после несложных преобразований получим вторую форму 
интеграла Дюамеля: 

t 

ipO=hOhO+NA Mh (да. (3.25) 
0 
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Путем замены переменных в (3.24) и (3.25) аналогично выводу 
(3.23) получим еще две формы рассматриваемого интеграла нало- 
жения: | 

fo (2) = fiz (0) Ay (2) +\ fi (1—1) hy (т) dt; 
0 

№ () = (0 А Vf) i (т) dt (3.26) 

Из приведенных четырех форм интеграла наложения при расчетах 
следует выбирать ту, которая для конкретного случая переходной 
характеристики и функции возбуждения дает более простое выражение 
под знаком интеграла. В частности, если отдельные участки f, (1 
представляются отрезками прямых, то удобно применять интегралы, 
содержащие производную от входного сигнала, которая в данном слу- 
чае будет NOCTOAHNOH на отдельных участках. 

В качестве примера найдем с помощью интеграла Дюамеля напря- 
жение на выходе дифференцирующей RC-uenu (см. рис. 2.3, в), если 
к цепи приложено линейно нарастающее напряжение u, = Кё. 

Переходная характеристика, относящаяся к напряжению на со- 
противлении, согласно (3.18) имеет вид 

Ay (ny = ИКС 6, (1). ‚ (3.27) 
Поскольку производная приложенного напряжения постоянна 

(ит (1) = Е), выгодно применять интеграл (3.24) или первый интеграл 
(3.26), содержащие производные от входного сигнала. Из них, очевид- 
но, предпочтительнее первый интеграл (3.26), в котором аргумент 
переходной характеристики не смещается. Так как и, (0) = 0, то сразу 
получаем 

t 

и» (t) =( ke VRC dt= RRC (1 —e- VRE). (3.28) 
0 

Лишь при tf > (2 -- 3) RC устанавливается процесс, и выходной 
сигнал достаточно точно воспроизводит производную входного сиг- 
нала. Сокращение зоны ошибок, лежащей в пределах 0 < [< (2 + 
+ 3) RC, может быть достигнуто только путем уменьшения постоян- 
ной времени. Но, как видно из (3.28), это неизбежно уменьшает ампли- 
туду выходного сигнала. 

$ 3.4. УЧЕТ НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ С ПОМОЩЬЮ ИСТОЧНИКОВ 
НАПРЯЖЕНИЯ И ТОКА 

Начальные условия: токи в индуктивностях и напряжения на ем- 
костях при { = 0 обусловлены режимом, предшествующим переход- 
ному процессу. При этом характер процессов до момента ¢ = 0 не 
имеет значения, важны лишь величины токов и напряжений в элемен- 
тах в момент # = 0—. 

Рассмотренные интегралы наложения, так же как переходная и 
импульсная характеристики, дают реакции цепей при нулевых началь- 
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ных условиях. При начальных условиях, отличных от нулевых, эффект 
начальных запасов энергии в индуктивпостях и емкостях можно учесть 
с помощыо дополнительных источников напряжения и тока. Для этого 
“элементы с начальными запасами эпергии представляются схемами 
замещения, состоящими из тех же элементов, но без запасов энергии, 
последовательно или параллельно которым включаются источники, 
‘имеющие напряжения или токи в виде ступенчатых или импульсных 
‘функций. Эти схемы будут эквивалентны исходным элементам для 
‘моментов времени ¢ >> 0. Эквивалентность понимается здесь в том 
«смысле, что при ¢ >> 0 токи и напряжения внешних выводов схемы 
‘замещения и исходных элементов с начальными запасами энергии 
„будут индентичными. 

Емкость с начальным напряжением {Ло (рис. 3.5, а) 

Перепишем вольтамперную характеристику емкостного элемента: 

t t 

uc (t)=Us t+ \ А об, (9+ \ i dt. (3.29) | 
0 

Напряжение на емкости с начальным зарядом равпо сумме Началь- 

ного напряжения и папряжения па емкости без начального заряда, 

выражаемого интегралом с пределами от 0 до #. , 
Равенство нулю нижнего предела в интеграла ^^ | 
означает, что второе слагаемое, представляющее + [| 
незаряженную емкость, включается в момент ¢ = 0. ur е 
Заменяя действие ключа и постоянного началь- | ac 
ного напряжения И, ступенчатым напряжением в 
той же величины, получаем выражение в правой q) 
части (3.29). Этому выражениго соответствует экви- био) 
валентная схема замещения (рис. 3.5, 6), состоя- + 
щая из последовательно соединенных источника { 
ступенчатого напряжения величиной U, и неза- a iG 
ряженной емкости. р 

Продифференцировав (3.29), представим кк === 
в виде суммы импульсного тока и тока в емкости с 
без начального заряда: *CU,6(t) L du 

ic =CUp 8 (t) + CE. (3.30) и. т 

Этому выражению соответствует вторая схема 
замещения (рис. 3.5, в), состоящая из источника 
импульсного тока со значением CU, и параллельно Рис. 3.5 
соединенной незаряженной емкости. Источник им- 
пульсного тока при ¢ = 0 мгновенно зарядит емкость до напряже- 
ния U, (см. § 3.2), а при Ё > 0 он будет разомкнут (TOK его равен нулю), 
так что полученная схема при 2 >> 0 действительно эквивалентна ем- 
кости с начальным зарядом. 
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Индуктивность с начальным током Л (рис. 3.6, а) 

Перепишем вольтампернуо характеристику индуктивного элемента: 

t 

in ()=lo +7 \ ша об, (+7 \ и, at. (3.31) 
) ( Q

e
 

Начальный TOK представлен в виде ступенчатой функции по тем 
же соображениям, что и в (3.29): второе слагаемое — ток в индуктив- 
ности без начального запаса энергии включается при # = 0, так как 

нижний предел интеграла равен пулю. 
— Выражению (3.31) соответствует схема 
“+ замещения (рис. 3.6, 6), состоящая из 

uy! I, | 3 параллельно соединенных источника 

1 

а) Ip 
be ee 

+ 1 y= = R 
р al Up 

Шт | (Е) / — geet 
; 01 Ly 

| a) 

by +1168) + 

м (6, (#) R 

Me | г _\№- 
o— U6, (t) 

8) 5) 

Рис. 3.6 Рис. 3.7 

ступенчатого тока с амплитудой Г, и индуктивности без начального 
запаса энергин. 

Взяв производную от обеих частей уравнения (3.31), представим 
напряжение и; суммой импульсного напряжения и напряжения на 
индуктивности без начального тока: 

uz (t) =LI,8 (2) ЕС. (3.39) 

Этому выражению соответствует вторая эквивалентная схема 
(рис. 3.6, в), состоящая из последовательно соединенных источника 
импульсного напряжения величиной L/, и индуктивности без на- 
чального запаса энергии. Импульсный источник напряжения pH = 0 
скачком установит TOK /, в индуктивности (см. $ 3.2), а при > 0 
он будет замкпут накоротко, поскольку его напряжение равно нулю; 
следовательно, схема действительно эквивалентна при {>> 0 индук- 
THBHOCTH с начальным током. 

64



В качестве примера применения приведенных схем рассмотрим 
подключение последовательного Ю[С-контура (рис. 3.7, а) к источнику 
постоянного напряжения, ранее рассмотренное нами в предположе- 
HHH. нулевого начального тока. Примем начальное напряжение на 
емкости ис (0) = И, и начальный ток в индуктивности i, (0) = К 
и будем учитывать их при помощи эквивалентных схем с источниками 
напряжения. 

На рис. 3.7, б показана схема замещения цепи с тремя источниками 
напряжения: импульсного L/,6 (1, учитывающего начальный ток в ин- 
дуктивности, ступенчатого U,6, (ft) и U6, (1, учитывающих начальное 
напряжение на емкости и приложенный к цепи сигнал. Результирую- 
щий ток в цепи можно найти наложением токов от действия каждого 
источника. 

Импульсный источник вызовет ток, пропорциональный импульс- 
ной характеристике (3.21):. 

ip = и = Iyer [cos ви — sin qt). (3.33) 

Объединенный источник ступенчатого напряжения с напряжением 
И — Ц, вызовет ток, пропорциональный переходной характеристике 
(3.20): 

U—U, 6 
ip = (U — Оо) Ay i) = т , Od e sin yl. (3.34) 

Просуммировав выражения (3.33) и (3.34), получим искомый TOK 
цепи при наличии начальных запасов энергии в индуктивности и ем- 
КОСТИ. 

(= ty ~~ ig ew Ol ¢ COS W yt Г. [фа sin в | (3.35) 

При отсутствии затухания в цепи (К —0) 

i—I,cos oof + Sin Wf. (3.36) 

$ 3.5. ПРИБЛИЖЕННОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛА 

СВЕРТКИ 

Интеграл свертки удобно применять для приближенного определе- 
ния реакции при действии ‘сигналов сложной формы. Необходимость 
в приближенных вычислениях возникает довольно часто вследствие 
трудности вычислений интегралов (3.22) и (3.24) при сложной форме 
сигнала, а также в силу того, что во многих случаях форма сигналов 
задается не аналитически, а в виде графиков (осциллограмм). 

Излагаемый здесь приближенный метод, использующий импульсные 
функции, позволяет избежать вычисления интегралоз наложения. 
Вместо этого производится двукратное интегрирование импульсной 
характеристики цепи, т.е. экспоненциальных или затухающих по 
экспоненте синусоидальных функций. 
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Пусть задан график приложенного к цепи сигнала { (1) (рис. 3.8, а). 
Произведем приближенное представление сигнала кусочно-линейной 
функцией ]1. (1) — замепим его график на отдельных интервалах от- 
резками прямых (пунктирные линии). Продифференцируем дважды 
кусочно-линейную функцию /[1. (1). Первая производная [1 состоит из 
прямоугольных импульсов (рис. 3.8, 6), амплитуды которых равны 
угловым коэффициентам отрезков прямых. Вторая производная fia 
состоит из серии импульсных функций (рис. 3.8, в), которые распола- 
гаются на границах интервалов Ty; значения а, импульсных функций 
равны разностям угловых коэффициентов смежных интервалов, так что 

а == > аьд (t — tp). (3.37) 
k= 

Мы получили представление второй производной OT кусочно-линей- 
ного приближения в виде конечной суммы смещенных импульсных 

R=] 

+ == qT 

и == Иа “0 ©] C= =. A 
Е Ту 

Я q) 
| Г “of 

г! Ty a) т, т; + | 

_— | 

| 
—— Tat : 

5) р 6) 

of t 

Рис. 3.8 Рис. 3.9 

функций. Реакция на действие каждой из таких слагаемых является 
импульсной характеристикой цепи, смещенной на соответствующий 
интервал времени. 

Так как дифференцированиям действующего сигнала соответствуют 
дифференцирования реакции, то в результате суммирования всех 
реакций на действие (п - 1) импульсов (3.37) получим приближенное 
выражение второй производной от искомой реакции на выходе: 

фа — У аьй (t —t,). (3.38) 

Для получения искомого приближенного выражения реакции необ- 
ходимо дважды проинтегрировать выражение (3.38). Очевидно, доста- 
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точно найти интеграл только для первого слагаемого; путем смещения 
‘его на соответствующие интервалы можно записать выражения инте- 
‘гралов от остальных слагаемых. 

| Погрешность метода можно снизить, увеличивая число интервалов 
‘кусочно-линейного приближения. Другой путь повышения точности 
состоит в кусочно-линейном представлении не самой функции, а ее 
производной, что соответствует приближепию участков самой функции 
дугами парабол. В этом случае суммой импульсов будет выражаться 
третья производная от приближенного представления функции. 

В качестве примера найдем напряжение на емкости в последова- 
тельном АС-контуре (рис. 3.9, а) с единичными элементами при дей- 
ствии напряжения с линейно нарастающим фронтом (рис. 3.9, 6): 

u(t) = t O<ct<t=1; 

ou 10 t>1. 

Вторая производная напряжения состоит из двух единичных им- 
пульсов, смещенных на т = 1: 

и" (=8 (t) —6 (t—1). 

Импульсная характеристика цепи для напряжения на емкости 
имеет вид /(„)=е"; вторая производная реакции 

uc (t) =e ‘6, (1 —е (06, (1—1). 

Дважды проинтегрировав это выражение в пределах от 0 до f, 
получим искомое напряжение на емкости: 

we =[#— (1—6) 8, (0 —[@— 1) — (1 —e ©)] & (— 1). 
На рис. 3.9 в показан график этой функции. 
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ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ 

АНАЛИЗ ПРОСТЫХ ЦЕПЕЙ В УСТАНОВИВШЕМСЯ 
СИНУСОИДАЛЬНОМ РЕЖИМЕ 

$ 4.1. СИНУСОИДАЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ И ТОКИ 

Рассмотрим сначала основные величины, которые определяют на- 
пряжения и токи, изменяющиеся во времени по синусоидальному или 
гармоническому закону. 

Синусоидальную функцию, например напряжение, записывают 
в косинусной или синусной форме: 

u(t) = Им cos (of + Gy) =U sin («Е 9), (4.1) 

где a, = a, + 1/2, 
Амплитуда или максимальное значение напряжения И измеряется 

в вольтах. 
Аргумент функции 

Y= wl + Oy, (4.2) 

измеряемый в угловых единицах (радианах или градусах), называют 
фазой. Фаза линейно растет во времени с угловой скоростью 

ay == [рад/сек], 

которая называется угловой частотой. 
Значение фазы при ¢ = 0, определяющее значение напряжения 

в момент # = Ои равное Oy, (или G,), называют начальной фазой. 
Периоду синусоидальной функции 2л в радианах соответствует 

период Т в.секундах, представляющий наименьший интервал времени, 
через который повторяется периодическая функция: 

oT =2л; == 2n/T. (4.3) 

Число периодов в секунду, которое получится при делении | сек 
на период Т, называют частотой (циклической) и измеряют в герцах 
(1/сек). 

] 
=; ф = 211]. (4.4) 

Угловая и циклическая частоты отличаются множителем 2м. 
На рис. 4.1, а изображены графики двух синусоидальных напряже- 

ний одной и той же частоты вида (4. 1), построенные для большего 
удобства в зависимости от измеряемой в угловых единицах величины 
wt. Следует помнить, что начальная фаза a, (косинусная форма) от- 
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считывается от положительного максимума до оси ординат, так что 
этот максимум будет смещен OT оси влево при G, > 0 и вправо при 
а < 0. Начальная фаза a’ (си- ly — 
нусная форма) отсчитывается OT 7 
нулевого значения синусоиды о 
(на нарастающем участке) до \- 2 
начала координат, так что этот р 
нуль смещается от начала коор- TNR y, 
динат влево при a, > 0 и впра- ral) we 
BO при a, < 0. Фазовые углы и # и, 
принято отсчитывать в пределах > 
л или от 0 до 27. je 3 

Разность начальных фаз двух 9) 
синусоид 0, — @ = и — 02 Ha- ©, 
зывают углом сдвига по фазе. at, | р 
При (a, — а.) > 0 максимум —t y Up 
(или нуль) напряжения и. Ha- 
ступает раньше максимума (или _y 7 > 
нуля) напряжения Uy. В этом ~~ OL 
случае говорят, что напряже- 
ние и, опережает напряжение и. 
или напряжение и, отстает по 0) 
фазе от напряжения uy. При Рис. 4.1 
Oy = 0», т. е. при одинаковых 
начальных фазах, напряжения находятся в фазе, при a, — a, = Ел — 
в противофазе (рис. 3.1, 6), а при a, — a, = + 0,51 — в квадратуре. 

При записи гармонических функций времени применяют как си- 
нусную, так и косинусную формы. В последующем будем применять 
косинусную форму записи. 

$ 4.2. ЗАДАЧА АНАЛИЗА УСТАНОВИВШЕГОСЯ СИНУСОИДАЛЬНОГО 

РЕЖИМА 

Как было показано, реакцию цепи на действие заданного сигнала 
можно рассматривать в виде наложения двух составляющих: свободной, 
не зависящей от формы сигнала и состоящей из суммы затухающих 
экспонент, и вынужденной, вид которой определяется формой дейст- 
вующего сигнала. В этой главе будем рассматривать только выну- 
жденную составляющую, представляющую частное решение неодно- 
родного уравнения, когда правая часть уравнения состоит из синусои- 
дальной функции. 

Синусоидальные токи и напряжения являются простейшими перио- 
дическими функциями и обладают следующими важными для анализа 
цепей свойствами: 

1. Суммирование (или вычитание) синусоидальных функций, про- 
изводимое по законам Кирхгофа, дает синусоидальную функцию той 
же частоты: 

У А, COS (wl -+ xp) = А с0$ (wi + a). (4.5) 
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2. Дифференцирование и интегрирование синусоидальных функ- 
ций, производимые элементами [Г и С, дают также синусоидальные 
функции той же частоты: 

4 [A cos (of + а) | =A cos (of + a+ 2/2); 

(4.6) 
\ A cos (wt - 9) И =. cos (of + а— п/2). 

Поскольку установившаяся реакция принята синусоидальной, 
постоянная интегрирования, определяющая величину свободной со- 
ставляющей, отбрасывается. При наличии потерь в цепи свободная 
составляющая затухает. 

Как видим, Линейные операции, производимые’ электрической 
цепью, изменяют лишь амплитуду и начальную фазу синусоидальной 
функции. Следствием этих свойств является то, что частным решением 
неоднородного линейного дифференциального уравнения с синусои- 
дальной правой частью является также синусоидальная функция: 

i =I] COS (wt -- @;). (4.7) 

Следовательно, вид функции вынужденной или установившейся 
(в случае периодической функции) составляющей известен. Реакция 
цепи выражается только в изменении амплитуды и начальной фазы 
сигнала, причем, как: видно из (4.6), степень изменения зависит от ча- 
стоты приложенного сигнала. Поэтому полный анализ установив- 
шегося синусоидального режима в цепи состоит в определении зависи- 
мостей амплитуды и начальной фазы от частоты, называемых частот- 
ными характеристиками цепи. 

В последующем будем полагать, что цепь была подключена к HCTOU- 
нику синусоидального сигнала при tf = — со, так что к моменту # = 0 
свободная составляющая затухала и в цепи установились синусои- 
дальные напряжения и токи одной и той же частоты. 

То, что в установившемся режиме токи и напряжения в любой 
ветви и любом элементе сложной линейной цепи, питаемой от синусои- 
дальных источников с одинаковыми частотами, будут также синусо- 
идальными, объясняет факт весьма широкого применения периодиче- 
ских синусоидальных токов в связи, радиотехнике и особенно электро- 
энергетике: почти все огромное по масштабам современное электро- 
снабжение производится с помощью синусоидальных токов. 

Задача анализа установившегося синусоидального режима состоит 
в определении двух параметров: амплитуды и начальной фазы реакции. 
В принципе решение можно производить во временной области на ос- 
нове метода неопределенных коэффициентов: в дифференциальное 
уравнение подставляются синусоидальные реакция и сигнал; ампли- 
туда и начальная фаза определяются из условия приравнивания коэф- 
фициентов при синусах и косинусах обеих частей. По такой расчет 
в [-области связан с очень громоздкими выкладками, вызванными 
тем, что искомая начальная фаза входит под знаком тригонометриче- 
ской функции. 

70



Поэтому для определения амплитуды и начальной фазы синусои- 
дальных реакций применяют особый, так называемый метод комилекс- 
ных амплитуд, использующий алгебру комплексных чисел. В этом 
методе функции времени — синусоидальные напряжения и токи — 
преобразуются в соответствующие комплексные амплитуды, которые 
являются функциями частоты приложенного сигнала, так что анализ 
производится не во временной, а в частотной области. Анализ устано- 
вившихся режимов в частотной области не только упрощает расчеты, 
но позволяет ввести важнейшее в теории цепей попятие сопротивления 
для цепей, содержащих кроме К-элементов, также Г, и С-элементы. 

Следует отметить, что из широко применяемых в теории цепей 
методов преобразований независимой переменной 1 метод комплекспых 
амплитуд для гармонической функции является простейшим. В этом 
состоит причина того особого внимания, которое уделяется в теории 
цепей именно этой функции, а также тесно связанной с ней экспонен- 
циальной функции. К тому же с помощью математического аппарата 
рядов и интеграла Фурье результаты анализа синусоидальных режи- 
мов можно перенести по принципу наложения на случаи действия 
произвольных как периодических, так и непериодических сигналов. 

$ 4.3. МЕТОД КОМПЛЕКСНЫХ АМПЛИТУД 

Метод комплексных амплитуд основан на представлении синусон- 
дальных функций через экспоненты с мнимым аргументом. Все рас- 
четы по этому методу проводятся с помощью алгебры комплексных 
чисел. 

Аналитически комплексное число можно представлять в алгебраи- 
ческой, тригонометрической и показательной формах: 

а=а, -|- [= А (cos p+jsiny)= Де”. (4.8) 

Здесь Q,, а» — вещественная и мнимая составляющие; 
А, у — модуль и аргумент комплексного числа. 

x 

Комплексное число а, отличающееся OT (4.8) только знаком аргу- 
мента или мнимой составляющей, называется сопряженным: 

= а) — [= А (cos y—jsin у) =Дей. (4.9) 

Геометрически комплексное число представляется вектором на 
комплексной плоскости с прямоугольными или полярными координа- 

. 
РЗ 

тами (рис. 4.2, а). Вектор, изображающий сопряженное число а, 
является зеркальным отображением вектора а относительно вещест- 
венной оси. Векторное представление дает большую наглядность алге- 
браическим действиям над комплексными числами и поэтому очень 
широко применяется в методе комплексных амплитуд. 

Согласно (4.8) косинус и синус являются соответственно веществен- 
ной и мнимой составляющими комплексного числа или геометриче- 
ски — проекциями вектора на вещественную и мнимую оси. Если 
взять сумму и разность (4.8) и (4.9), то косинус и сипус можно пред- 
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ставить соответственно как полусумму и полуразность двух сопряжен- 

ных комплексных чисел. Следовательно, для косинуса и сипуса имеем 

следующие два эквивалентных представления: 

cos y= Ве [Ae] = 5- (Aelv-+ Ае-^); 

sin p= п [Де] = 5 (Аем — Де- м. (4-10) 

Для синусоидальной функции времени 

u(t) =Итсо$ (wt 4- ми) 

амплитуда А=О» и аргумент у=оЁ-- a, линейно растет BO вре- 
мени. Поэтому комплексная величина в (4.10) 

Hod lec ‘a ied rw, 
Ае” = Иже! (< Oy) __ U ,e rue! —U,,e!. (4.11) 

Первый множитель, входящий в это выражение, 

Om = не (4.12) 

называется комплексной амплитудой. Модулем комплексной амплитуды 
является вещественная амплитуда синусоидальной функции, а аргу- 
чо ментом — начальная фаза, так 
ип +) yj. Что одна величина (комплексная 
ра ” амплитуда) включает в себя оба 

7 параметра синусоиды: амплитуду 
| и начальную фазу. 

На плоскости комплексных 
амплитуд (рис. 4.2, 6) Ит будет 
изображаться вектором, аргу- 
мент которого равен начальной 
фазе O,, а длина пропорцио- 
нальна вещественной амплитуде 
От. 

Второй множитель — экспо- 
нента | 

ea —cos of + jsin wt (4.13) 

имеет модуль, равный единице, 
и аргумент, линейно нарастаю- 
щий во времени с угловой ско- 
ростыюо @. Геометрически она 
будет изображаться единичным 
вектором, вращающимся с по- 

стоянпой скоростью ® против часовой стрелки. /Побая комплексная 
величина, будучи умножена на нее (при умножении аргументы скла- 
дываются), получает свойства вращающегося вектора. Поэтому ком- 
плексная величина может быть представлена в виде вращающегося 
против часовой стрелки вектора (рис. 4.2, в). При 1 = 0 получаем 
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начальное положение вектора, которое совпадает с комплексной ам- 
плитудой Из. 

Сопряженная величина И„е“®' будет представляться вектором, 
вращающимся по часовой стрелке. Положение этого вектора при 

[ = 0 совпадает с вектором U,,, сопряженным с вектором Um. 
Подставив (4.11) в первое выражение (4.10), получим интересую- 

щие нас эквивалентные представления синусоидальной функции вре- 
мени: 

u(t) = От COs (@f + аи) = Re [Оше] = 5 (Ome + U pet), (4.14) 

Синусоидальную функцию в косинусной форме можно рассматри- 
вать как проекцию на вещественную ось вращающегося вектора 
U,e/®! или как полусумму двух сопряженных векторов (ше/®’ и 
* 

(„е!!, вращающихся в противоположные стороны: их проекции на 
мнимую ось в любой момент времени компенсируют друг друга, и 
остается проекция на вещественную ось (рис. 4.2, 2). 

Основная величина в представлениях (4.14) — комплексная ам- 
плитуда — является функцией частоты, так как ее составляющие 
(амплитуда и начальная фаза синусоидального напряжения или тока 
в цепи) зависят от частоты приложенного сигнала. Комплексную ам- 
плитуду можно рассматривать как ‘преобразование в частотную об- 
ласть синусоидальной функции времени заданной частоты: оба ее 
параметра (амплитуда и начальная фаза) содержатся в комплексной 
амплитуде. 

Запись комплексной амплитуды заданной синусоидальной функции 
можно рассматривать как преобразование временной функции в ча- 
стотную область. Процесс этого преобразования или перехода полу- 
чается очень простым, как легко убедиться на примерах: 

и = 10 cos (ot +30°); Um=10e/; 
[= зт (wf + 45°) =2 cos (wt— 45°); /,,—=2e-/®. 

Запись мгновенных значений синусоидальной функции по задан- 
ной комплексной амплитуде, которую можно считать обратным преоб- 
разованием из частотной области во временную, также производится 
элементарно: если [м = 95е 76°, то i = 5 cos (wt — 60°). Приведенные 
величины можно представлять также графически: в виде векторов и 
временных диаграмм. 

Как видим, существует взаимное однозначное соответствие между 
комплексной амплитудой и синусоидальной функцией времени. 

В методе комплексных амплитуд используется очень важное свой- 
ство экспоненциальной функции, состоящее в том, что производная 
и интеграл от нее являются также экспоненциальными функциями, 
причем дифференцирование комплексной экспоненты по времени рав- 
носильно умножению ее на ]®, а интегрирование — делению на ja: 

с (el) = joel”; \ el! dt == a QlOr (4.15) 
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Пусть задано неоднородное дифференциальное уравнение, связы- 
вающее напряжение и ток в цепи, например в последовательном RLC- 
контуре: 

НЮ - т = \ i dt =Um 0$ (of + а). (4.16) 

Найдем установившийся синусоидальный TOK в цепи, используя 
представление тока и напряжения в виде суммы двух сопряженных 
экспонент. Первому слагаемому — напряжению Ите®’ будет соот- 
ветствовать слагаемое тока /„е!’®'. Подставим эти величины в урав- 
нение (4.16), предварительно определив производную и интеграл 
от слагаемого тока в соответствии с (4.15): 

1 т oR git 4 Im QO! = (jol +R+ ae) mel” =U mel. (4.17) 

При подстановке в уравнение (4.16) сопряженных слагаемых Ha- 
пряжения и тока, как легко проверить, получим равенство, сопряжен- 
ное и, следовательно, эквивалентное равенству (4.17). Отсюда следует 
вывод о том, что сопряженное слагаемое в представлении (4.14) можно 
отбрасывать, достаточно рассматривать действие ‘только первого 
слагаемого. Этот вывод равносилен отбрасыванию знака вещественной 
части Re в представлении (4.14). 

В уравнении (4.17) экспонента, содержащая время, входит в ка- 
ждый член левой и правой частей и поэтому всегда сокращается. В ре- 
зультате получается алгебраическое уравнение, не содержащее вре- 
мени и связывающее комплексные амплитуды переменных. Это алге- 
браическое уравнение для комплексной амплитуды искомой реакции 
можно рассматривать как преобразование в частотную область ис- 
ходного дифференциального уравнения цепи для установившегося 
синусоидального режима. 

Из сравнения (4.14) и (4.17) следует, что уравнение для комплек- 
сных амплитуд можно получить, если в дифференциальном уравнении 
произвести замену мгиовенных значений переменных их комплекс- 
ными амплитудами, а символов производных 4/4 — величинами 
(jm)". Подставлять экспоненту e/®! в уравнение нет необходимости: она 
все равно сокращается. 

Поскольку каждое слагаемое в комплексном уравнении может быть 
представлено вектором, а само уравнение — суммой векторов, метод 
комплексных амплитуд позволяет сопровождать аналитические рас- 
четы наглядными графическими построениями — векторными диаграм- 
мами. 

Решение уравнения (4.17) относительно искомой комплексной ам- 
плитуды тока дает соотношение 

7 От _ От 
[в = RA joL + 1/joC ~~ Z? (4.18) 
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где 2 = R + joL + 1ЛюС — коэффициент пропорциональности ме- 
жду комплексными амплитудами тока 
и напряжения, зависящий OT элемеитов 
цепи и частоты приложенного сигнала 
и называемый комплексным сопротив- 

| лением. 
Величина /„ содержит все данные искомого тока: амплитуду и на- 

чальную фазу. 

$ 4.4. КОМПЛЕКСНОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ. ЗАКОНЫ КИРХГОФА 

И ОМА В КОМПЛЕКСНОЙ ФОРМЕ 

Комплексное сопротивление представляет отношение комплексных 
амплитуд напряжения и тока и является комплексной величиной, 
зависящей от параметров цепи и частоты приложенного сигнала: 

Z=zel? =r 4- jx =z" ~ ef CaS (4.19) 
m m 

Модуль и аргумент сопротивления равны соответственно отношению 
вещественных амплитуд и разности начальных фаз напряжения и тока: 

2=7т; фа, — Oy. (4.20) 
Вещественную и мнимую части Z называют активной и реактивной 

составляющими комплексного сопротивления. 
Величина, обратная комплексному сопротивлению, представляю- 

щая отношение комплексных амплитуд тока и напряжения, называется 
комплексной проводимостью: 

| | Im i (0; — 
Y=> — ие join = т е/ (% a). (4.21) 

Ee модуль и аргумент по определению являются величинами, 
обратными (4.20): 

I ] 
А = 53 p=a;—A,—=— Q. (4.22) 

Легко установить связь между активными и реактивными составля- 
ющими комплексных сопротивления и проводимости. Из (4.21) и (4.22) 
имеем 

. 1 Г . xX 

Отсюда 

Ре. p—* 4.24 | = ии ия. (424) 
Аналогично 

Я ya. (4.25) а, ^ р-р. у 

На рис. 4.3 на двух совмещенных комплексных плоскостях (2) 
и (У) представлены два вектора, изображающие взаимно обратные 
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комплексные сопротивление и проводимость C их составляющими, 
называемые треугольниками сопротивления и проводимости. Следует 
обратить внимание на то, что точки над комплексными величинами 
Zu У не ставятся, чтобы отличать их от комлексных амплитуд напря- 
жений и токов, которые изображаются вращающимися векторами 
и являются представлениями синусоидальпых функций времени. 

Введение комплексных сопротивлений и проводимостей, коэффи- 
циентов пропорциональности между комплексными амплитудами 
напряжения и тока означает введение закона Ома в комплексной форме 

для установившихся синусоидальных режимов: 

(2) (У) | Um — ZI m3 Ти — YU n. (4.26) 

В отличие от закона Ома для постоянного 
тока выражения (4.26} связывают комплексные 
величины; это отражает тот факт, что в случае 
синусоидальных напряжений и токов, кроме 
амплитуд, необходимо знать еще сдвиг фаз 
между ними. Если известно комплексное сопро- 
тивление (или проводимость}, то по заданной 
комплексной амплитуде напряжения (тока) мож- 
но из (4.26) найти комплексную амплитуду тока 

‚ (Напряжения). 
Отсюда можно сделать вывод о том, что комплексное сопротивление 

определяет вынужденпую реакцию двухполюсных цепей, т.е. цепей 
с двумя внешними выводами, к которым приложен сигнал синусо- 
идальной формы. , 

Если в первом выражении (4.26) положить [м = 1, т.е. считать 
приложенным к цепи TOK { = COS wl, то комплексное сопротивление 
будет численно равно комплексной амплитуде напряжения: Z = 

— Om tm =1- . 

Если во втором выражении (4.26) положить Ит = 1, что означает 
действие напряжения и = COS wt, то комплексная проводимость будет 
численно равна комплексной амплитуде тока: У = /m\y,,=1- 

Запишем теперь законы Кирхгофа в комплексной форме. 
Первый закон Кирхгофа о равновесии мгновенных значений токов 

ветвей i, в узле электрической цепи при замене токов их комплексными 
амплитудами получает следующий вид: 

У /иь=0. (4.27) 

В установившемся синусоидальном режиме сумма комплексных 
амплитуд токов в узле электрической цепи равна нулю. 

Аналогично второй закон Кирхгофа о равновесии мгновенных 
значений напряжений и, в замкнутом контуре при замене напряжений 
их комплексными амплитудами приобретает вид 

хо mk = 0. (4.28) 

В установившемся синусоидальном режиме сумма комплексных 
амплитуд напряжений в контуре равна нулю. 
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При использовании законов Кирхгофа и Ома в комплексной форме 
расчет цепей в установившемся синусоидальном или экспоненциальном 
режиме получается аналогичным расчету цепей постоянного тока, 
лишь сопротивления и все переменные будут комплексными величинами 
в силу необходимости учета, кроме соотношений между амплитудами, 
также фазовых соотношений. 

Прежде чем переходить к расчетам конкретных цепей, рассмотрим 
комплексные сопротивления отдельных элементов и их энергетические 
характеристики в синусоидальном режиме. 

$ 4.5. ХАРАКТЕРИСТИКИ ЭЛЕМЕНТОВ ЦЕПИ В СИНУСОИДАЛЬНОМ 

РЕЖИМЕ 

Рассмотрим подробно вольтамперные и энергетические характе- 
ристики двухполюсных пассивных элементов в установившемся режиме 
при действии синусоидальных токов и напряжений: 

и = Ию с0$ (ot +a,); i=] COS (wt - а). (4.29) 

Запишем комплексные амплитуды напряжения и тока: 

Om =U pel; Tm =T mel. (4.30) 

Одну из функций — напряжение или ток — будем считать задан- 
ной, а вторую — неизвестной, так что два ее параметра (амплитуда 
и начальная фаза) подлежат определению из вольтамперных соотно- 
шений элементов. Сначала будем рассматривать эти соотношения для 
токов и напряжений в тригонометрической форме (во временной обла- 
сти); для одного элемента они получаются простыми. Затем тот же 
результат получим с помощью метода комплексных амплитуд, который 
позволит определить комплексные сопротивления и проводимости 
элементов. 

Активное сопротивление 

Подставив (4.29) в вольтамперную характеристику элемента для 
мгновенных значений 1 = Gu, получим 

[т COS (of + a;) =GU,, cos (wt + ay). 

Приравнивание амплитуд и начальных фаз Дает 

Lin = GU n; Aj — Ay. (4.31) 

Отсюда следует вывод о TOM, что в активном сопротивлении TOK 
и напряжение совпадают по фазе и отношение их амплитуд равно 
проводимости. 

Если теперь в вольтамперную характеристику подставить комплекс- 
ные амплитуды, то получим 

= met =GU m= GU net =YV Um. 
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Комплексные проводимость и сопротивление имеют только актив- 

ные вещественные составляющие: 

Y=G; Z=R. (4.32) 

Аргумент ф = — ф = 0 указывает на совпадение фаз напряжения 
и тока, как это представлено на временной и векторной диаграммах 
рис. 4.4, а, 6. 

Мгновенная мощность в элементе при учете соотношений (4.29) 

RI? 
р=ш = RP = Up! m COS* (ot аи) = 5” [1 + cos2(ot+a,)]. = (4.38) 

На рис. 4.4, в показан график этой функции. Мощность пульси- 
рует от нулевого До максимального значения с ДВОЙНОЙ частотой, 

принимая только положительные значения. 

Рис. 4.4 

Среднее значение мощности за период называют активной мощно- 
стью. Согласно (4.33) активная мощность равна 

R : RI} p=z\ 2? dt =—"=RP. (4.34): 
0 

Здесь I —[,,/V 2 — действующее значение тока, равное среднеквад- 
ратичному значению тока за период: 

Г 

1 . [= = \ i? dt. (4.35) 
с 

Действующее значение переменного тока численно равно такому 
значению постоянного тока, который выделит в активном сопротивле- 
нии одинаковое с переменным током количество энергии. После введе- 
ния действующих значений выражение мощности (4.34) получается 
таким же, как и в случае постоянного тока: 

Р=Ю = 60—01. (4.36) 
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Индуктивный элемент 

Подстановка (4.29) в основное соотношение элемента и = Ldi/dt 
дает 

Um COS (Of + ay) = «т COS (wt + a;+ п/2). 
Отсюда 

y=; +7/2; Иж= о p= X11 m. (4.37) 

Следовательно, напряжение на индуктивном элементе опережает 
по фазе ток на 90°, а отношение амплитуд напряжения и тока опреде- 
ляется величиной, называемой индуктивным сопротивлением: 

р р (4.38) 

Обратная величина, называемая индуктивной проводимостью, 

т 

Увеличение индуктивного сопротивления пропорционально частоте 
отражает тот факт, что с ростом частоты (скорости) изменения тока 
и связанного с ним магнитного потока будет пропорционально расти 
напряжение индуктированное в катушке. 

90° 

| | 

| м | 

> иж ” И | | ey 

a) | | | wt 6) +] 
| | | | a; 

ONY Г 
| т 
| 
| 
| 

6) \/ \/ wt 

Puc. 4.5 

Как видно из рис. 4.5, a, где представлены кривые тока и опере- 
жающего его на 90° напряжения на индуктивности, нарастанию тока 
и, следовательно, связанного с ним магнитного потока соответствует 
положительная полуволна напряжения, а спаду тока и потока — 
отрицательная полуволна напряжения, что и должно быть согласно 
правилу Ленца. 

Подстановка (4.30) в вольтамперную характеристику дает 

Om — joLl, — Z11 m- 
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Отсюда получаем, что комплексные сопротивление и проводимость 
индуктивного элемента имеют только реактивные (мнимые) составля- 
ющие: 

Z=fol = | хр == 1/9; 

= = — iby = bre 1; (4.40) 

поэтому элемент называют реактивным. Угол сопротивления ф = 90° 
и проводимости 1) == — 90° указывает на то, что вектор напряжения 
опережает вектор тока (рис. 4.5, 6); модуль сопротивления равен 
индуктивному сопротивлению. 

Энергия, запасаемая в индуктивности, 

[2 [12 
WL= > — LI/* cos? (of + ©; = [1 -- cos 2 (wt +a,)]. (4.41) 

Мгновенные значения энергии пульсируют с двойной частотой 
между нулем и максимумом L/*, Среднее значение энергии за период 
равно W., = 0,5L/?. 
Мощность индуктивного элемента 

р = 14 == [т С0$ («ЕЁ - 01) Ит cos (wt -- о; + 90°) =—/U sin 2 (wt + а). 

(4.42) 

Мощность в элементе имеет характер колебаний с удвоенной часто- 
той (рис. 4.5,- в). При положительных полуволнах мощности, когда 
знаки ординат тока и напряжения совпадают, энергия из источника 
поступает в элемент и запасается в нем. При отрицательных полувол- 
нах мощности, когда знаки тока и напряжения различны, запасенная 
в элементе энергия отдается обратно источнику. Среднее за период 
значение мощности Р = 0 (энергия в элементе не потребляется). 

Максимальное значение колебательной мощности в реактивных 
элементах с углом сдвига фаз |ф | = 90° называют реактивной мощ- 
ностью и обозначают Р,. Для индуктивного элемента при учете соот- 
ношения (4.38) 

Ра= 1 == oLl?= хр 2. (4.43) 

Так как Li?=2W,.), то реактивная мощность равна среднему 
значению запасенной энергии, умноженному на 20: 

Po =20W rep: (4.44) 

Реактивная мощность представляет максимальную скорость обмена 
энергии между источником и элементом и определяет ток, связанный 
с этим обменом. Протекание тока приводит к дополнительным потерям 
в сопротивлении устройств передачи энергии, поэтому реактивная 
мощность должна быть по возможности минимальной. Реактивную 
мощность, которая в отличие от активной мощности не связана с выде- 
лением энергии в элементе, измеряют в вольтамперах реактивных 
(вар). В рассматриваемом случае индуктивного элемента говорят об 
отстающей или индуктивной реактивной мощности Рад. 
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Емкостный элемент 

Подставив (4.29) в вольтамперную характеристику элемента i = 
= Сан/А получим 

[т COS (of + a;) = ®СИм cos (ot +a, + п/2). 
Отсюда 

=, -- 1/2; Ly»=OCUn=bcUn: (4.45) 

Ток в емкости опережает по фазе напряжение на 90°, а отношение 
амплитуд тока и напряжения, называемое емкостной проводимостью, 
равно 

I bo= C= тт. (4.46) 
т 

Обратная ей величина — емкостное сопротивление 
_ lL От 

Увеличение емкостной проводимости, пропорциональное частоте, 

обусловлено ростом тока смещения в емкости с увеличением скорости 

изменения напряженности электрического поля. 

90° 

1 u“ 
| | 

А и 
t ao! NMA № ° 

| | 
О И 
И 
| ПР о | 

лил 
ИМИ LN и 

"И = 
Рис. 4.6 

На рис. 4.6, а показаны графики напряжения и опережающего его 
на 90° тока в емкости. Из рисунка видно, что положительным полу- 
волнам тока, т. е. протеканию тока от источника к верхней обкладке 
конденсатора, соответствует нарастание напряжения, т. е. заряд кон- 
денсатора, а отрицательным полуволнам тока — спадание напряжения. 
Таким образом, протекание переменного тока через емкость представ- 
ляет процесс ее периодического заряда и разряда. 

Подстановка (4.30) в вольтамперную характеристику позволяет 
определить комплексную проводимость и сопротивление, которые 
имеют только реактивные составляющие: 

Ус= joC = [с = все"; 
4. и. (4.48) 

joc — —jxo=xceT™
. 
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Емкость является также реактивным элементом. 
На рис. 4.6, б показана векторная диаграмма, на которой вектор 

тока опережает по фазе вектор напряжения на 90° в соответствии 
с (4.48). 

Энергия, запасаемая в емкости, 

we=% >- =CU* cos? (of + a,) = [1 + cos 2(wt+a,)]. (4.49) 

Мощность элемента. 

р= Ш = От COS (ot + и) [т COS (of + a;) = — UI sin 2 (wt + a)). (4.50) 

Мгновенная мощность (рис. 4.6, в) в элементе имеет вид колебаний 
двойной частоты — происходит периодическое запасание энергии 
в элементе и ее отдача источнику. Средняя за период мощность Р = 0, 
а максимальная скорость поступления энергии в элемент или реактив- 
ная мощность при учете (4.46) 

P c= Ul = @CU? = bc U?. (4.51) 
Поскольку в емкостном элементе ток опережает по фазе напряжение 

на 90°, говорят об опережающей или емкостной реактивной мощности. 

$ 4.6. РАСЧЕТ УСТАНОВИВШЕГОСЯ СИНУСОИДАЛЬНОГО 

РЕЖИМА В ПРОСТЕЙШИХ ЦЕПЯХ 

Рассмотрим примеры расчета по методу комплексных амплитуд 
установившегося режима в двухполюсных цепях. К двум внешним 
выводам, называемым входными, подключается источник напряжения 
или тока; искомой величиной является ток или напряжение на этих 
же выводах. | 

После того как мы ввели понятие комплексного сопротивления, 
установили законы Кирхгофа и Ома для комплексных амплитуд 
и комплексные вольтамперные характеристики элементов, отпадает 
необходимость в предварительном составлении дифференциальных 
уравнений для мгновенных значений напряжений и токов с последу- 
ющей их алгебраизацией. Нужные для анализа вынужденных режимов 
уравнения равновесия комплексных амплитуд могут быть составлены 
сразу по комплексной схеме замещения, на которой указываются только 
комплексные величины, — комплексные сопротивления и проводимости 
элементов и комплексные амплитуды токов и напряжений. Поскольку 
эти комплексные величины являются функциями частоты ©, а не Bpe- 
мени, соответствующие расчеты называют расчетами в частотной об- 
ласти. 

Важно четко разграничивать и не смешивать комплексную или час- 
тотную область, где переменными являются комплексные амплитуды, 
с временной областью, где задаются мгновенные значения напряжений 
и токов. Все основные расчеты проводятся в частотной области. Лишь 
в самом начале токи и напряжения преобразуются в соответствующие 
комплексные амплитуды и в самом конце расчетов производится обрат- 
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ный переход. Эти переходы или преобразования для установившихся 
“синусоидальных режимов, как мы видели, представляют очень простые 
„операции. 
‘+ В соответствии с общепринятой практикой в последующем изложе- 
‚нии вместо амплитудных значений будем применять действующие зна- 
‘чения токов и напряжений и вместо комплексных амплитуд — комп- 
‹ Ллексные действующие значения, которые принято сокращенно называть 
‘комплексами напряжения И или тока [, причем 

U=Ug_lV2; L=InlV 2. 
Расчет установившегося режима в двухполюсной цепи сводится 

к нахождению ее комплексного сопротивления (проводимости), которое 
на основании закона Ома определяет искомую реакцию цепи. 

Последовательный ЮЁ-контур 

На рис. 4.7, а дана комплексная схема замещения Ю[-контура. 
Комплекс приложенного напряжения равен сумме (комплексной или 

ил R 

a) 

Puc. 4.7 

геометрической) комплексов напряжений на активном и индуктивном 
сопротивлениях, которые пропорциональны комплексу искомого тока: 

UO =Up+U,=RI +joLi = (В + 1юЁ) [= 21. (4.52) 
Здесь общее комплексное сопротивление 

Z=zel? —R+ jol (4.53) 
равно сумме комплексных сопротивлений обоих последовательно со- 
единенных элементов. Модуль и угол сопротивления 

г=У В 0119; p=arctg > (4.54) 
определяют соответственно соотношение между амплитудами и сдвиг 
по фазе напряжения и тока. 

Искомый комплекс тока из (4.52) 

ее’ (4-9) 
= еее" о. 

Отсюда вещественная амплитуда и начальная фаза тока 

т; 
" Ба’ 

у о (4.55) 
9; = — P= a, — arctg т. 
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Следовательно, мгновенное зпачение установившегося тока 

Um 

Ут -- @©2[2 

Ток отстает по фазе от приложенного к цепи напряжения на угол ф, 
который зависит от соотношения между активным и индуктивным 
сопротивлениями цепи. 

Напряжение на активном сопротивлении будет совпадать по фазе 
с током, а напряжение на индуктивном сопротивлении — опережать 
по фазе ток на 90°, поскольку комплексы этих напряжений выража- 
ются следующим образом: 

Up=RI; Ор =ю = Ме +7). (4.57) 

cos (wt +t, — ©). (4.56) 

Полученные комплексные равенства могут быть изображены Ha 
векторной диаграмме. Но более ценным является возможное в простых 
целях построение векторных диаграмм независимо от аналитических 
расчетов с использованием лишь значений комплексных сопротивлений. 
Для этого вектор одного из неизвестных, например вектор тока Г, 
принимается за исходный и в некотором масштабе откладывается 
на диаграмме в произвольном направлении (на рис. 4.7, б горизонталь- 
но). Вектор Up направляем вдоль вектора Г, поскольку он совпадает 
по фазе, а вектор (р, опережающий вектор / на 90°, — перпендику- 
лярно вверх. Геометрическая сумма этих двух векторов дает вектор 
приложенного к цепи напряжения 0: он опережает по фазе вектор тока 
на угол ф. 

Если начальная фаза напряжения © задана, то можно нанести веще- 
ственную ось. Из этой диаграммы можно также получить соотпошения 
(4.55). 

Последовательный и параллельный ЮЁС-контуры 

Комплексная схема последовательной цепи показана на рис. 4.8, а. 
Общее комплексное сопротивление цепи 

’  2=Ю-+1(ж— хе) =К +) (@OL— Поб). (4.58) 

Примечательным здесь является то, что реактивная составляющая 
сопротивления контура равна разности индуктивного и емкостного 
сопротивлений и поэтому может принимать разные знаки или обра- 
щаться в нуль. Указанное обстоятельство является следствием того, 
что при протекании через оба элемента одного и того же тока / напряже- 
ния на них , о , 

U,=jxil; Ис=— jxcl (4.58, a) 

находятся в противофазе: напряжение на индуктивности опережает 
по фазе ток на 90°, а напряжение на емкости отстает по фазе от тока 
на 90°. 
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Как модуль и угол сопротивления 

z2=V В (x, —Xc)?; 

с 

ф==агс в ——, (4.59) 

так и определяемые ими по закону Ома амплитуда и начальная 
фаза тока 

Um 

VRE HC 
существенио зависят OT соотношения индуктивного и емкостного сопро- 
тивлений. Чтобы более наглядно показать это, построим векторные 
диаграммы, приняв за исходный век- | 

тор искомого тока / (рис. 4.9). | 
Напряжение на активном сопро- oly 

тивлении совпадает по фазе с током; c 

Lin Aj = Ay— Ф (4.60) 

| Ug напряжения же на индуктивности } 
и емкости находятся в квадратуре р 
с током и В противофазе друг с дру- 5 — 
Гом. а) 1 

Здесь возможны три случая: i 
1. x, >> хс и, следовательно, Ц; > (| 

> Ис (рис. 4.9, а). Цепь имеет ин- 
дуктивный характер. Результирую- 
щее напряжение реактивных элемен- & я > 

=~ Yo и 

5 @ 
UA 

Uo. . 
= 1 

и = —— 
0} 8) 

Рис. 4.8 Рис. 4.9 

тов (/, — Uc опережает по фазе ток на 90°, и напряжение источника 
опережает по фазе ток на угол Q. 

2. Xp < хс, так что И; < Ос (рис. 4.9, 6). Цепь имеет емкостный 
характер. Результирующее напряжение реактивных элементов (1 — 
— Uc отстает по фазе от тока на 90°, и напряжение источника отстает 
по фазе от тока на угол ф. 

3. x, = Xc О, = Ис (рис. 4.9, в). Напряжения на реактивных 
элементах полностью компенсируют друг друга, так что приложенное 
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напряжение равно напряжению на активном сопротивлений, которое 
совпадает по фазе с током. Этот случай соответствует резонансу, нмею- 
щему большое практическое значение. Более подробно режим резонанса 
будет рассмотрен в следующей главе. 

Комплексная схема цепи из параллельно соединенных элементов, 
питаемая от источника синусоидального тока и дуальная рассмотрен- 
ной последовательной схеме, показана на рис. 4.8, 6. 

Комплексная проводимость этой схемы 

¥Y =G+4+j (bc—6,) =G+j(@C— Иор. (4.61) 

Здесь реактивная составляющая равна разности проводимостей 
емкостного и индуктивного элементов и может принимать положитель- 
ный и отрицательный знаки или обращаться в нуль. Это — следствие 
того, что токи в реактивных элементах находятся в противофазе: ток 
в емкости опережает на 90° напряжение, а ток в индуктивности отстает 
на 90° от того же напряжения. При bc = 6, эти токи полностью компен- 
сирутот друг друга: иначе говоря, в контуре LC циркулирует общий 
ток, не выходя за его пределы; ток источника тока замыкается только 
через активную проводимость и поэтому совпадает по фазе с напряже- 
нием на этом элементе. В результате получаем режим резонанса. 

Полученные ранее соотношения и векторные диаграммы на дуаль- 
ной основе можно применить к рассматриваемому параллельному 
контуру. 

$ 4.7. МОЩНОСТЬ В УСТАНОВИВШЕМСЯ СИНУСОИДАЛЬНОМ 

РЕЖИМЕ 

Мы уже рассматривали мощность в установившемся синусоидальном 
режиме в отдельных элементах — Ю-элементе, где напряжение и TOK 
совпадают по фазе, и L- и С-элементах, в которых напряжение и ток 
сдвинуты по фазе на угол 90°. Перейдем теперь к рассмотрению более 
общего случая мощности в двухполюсной цепи, где напряжение и ток 
сдвинуты на угол 0 < |p| <90°. Векторная диаграмма для случая 
отстающего тока дана на рис. 4.10, а. 

Мгновенная мощность, равная произведению напряжения и тока, 

р= и! == 201 cos wt cos (ot — ф) =U! cos p+ UI cos (2% — ф) = 

— (1 cos gy (1-- с0$2 o/)+ ОГ sing sin 26. (4.62) 

На рис. 4.10, б показан график изменения мощности. Мгновенные 
значения мощиости пульсируют с двойной частотой, принимая как 
положительные, так и отрицательные значения. Положительным 
значениям соответствует поступление энергии в цепь, где она расхо- 
дуется в Ю-элементах, а также запасается в реактивных элементах; 
отрицательным значением соответствует возврат части запасенной энер- 
ГИИ В ИСТОЧНИК. 

Введем обозначения: 

I,=Icosg, /I,=/ sing. 
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Здесь [, — активная составляющая тока, совпадающая по фазе 
с напряжением и представляющая проекцию вектора 
тока на направление вектора напряжения; 

| — реактивная составляющая тока, сдвинутая по фазе отно- 
сительно напряжения на 90° и являющаяся проекцией 
вектора тока на направление, нормальное к вектору U. 

Выражение мощности в двухполюснике (4.62), можно записать 
через составляющие тока: 

р==01. (1 с0$ 2% +U/, sin 20. (4.63) 

Как видим, оба слагаемых идентичны ранее полученным выраже- 
ниям (4.33), (4.42), (4.50) мощности в К-элементе и реактивном элементе, 
лишь вместо тока входят его со- +) 
ставляющие. Соответственно актив- 
ная мощность, равная среднему за 
период значению мощности или 
скорости поступления энергии, 
с учетом (4.36) и 4.63) р 

Р= (1. = 01 с0$8 ф== 60 = ГГ. 

(4.64) 

Реактивная мощность,  пред- 
ставляющая максимальную ско- 
рость запасания энергии в реак- у 
тивных элементах, с учетом (4.43) L 
и (4.63) / ap 

P,=U/,=UIsin ф= bl? =x. ( 
/ 

(4.65) VJ 

Знак реактивной мощности за- 
висит от знака угла ф: при ф > 0, 
т.е. индуктивном характере цепи, 
она положительна, а при ф < 0, Рис. 4.10 
т. е. емкостном характере цепи, 
отрицательна. Если цепь содержит L- и С-элементы, как например 
последовательный или параллельный колебательный контур, то их 
реактивные мощности компенсируют друг друга, частично или пол- 
ностью (при резонансе), так что 

Ре=Рог— Рос. 

Это означает, что происходит обмен энергии между этими элемен- 
тами, и оба элемента цепи взаимно питают друг друга реактивной 
мощностью. Источник участвует лишь в покрытии нескомпенсирован- 
кой части реактивной мощпости. 

Амплитуду переменной составляющей мощности — второго слагае- 
мого в (4.62), равную произведению действующих значений напряже- 
ния и тока, называют полной мощностью и измеряют в вольтамперах 

(Ва): 
Р.= UI, (4.66) 
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Если возвести в квадрат и сложить выражения (4.64) и (4.65), 
то получим | 

Р*-- Ра= (И Г)*=Р:. (4.66,a) 

Любая силовая установка проектируется Ha предельные номиналь- 
ные напряжения и токи, так что ее полная мощность представляет 
предельную мощность установки. Только при cos@ = 1, т.е. при 
совпадении фаз напряжения и тока, активная мощность становится 
равной полной мощности и мощность Р;ио„ Используется полностью; 
при cos ф < [Г использование мощности будет неполным — за счет 
меньшёй передаваемой нагрузке активной мощности будет переда- 
ваться реактивная мощность. 

Косинус угла сдвига фаз между напряжением и током, называемый 
коэффициентом мощности и равный отношению активной и полной 
мощностей: 

Р 
COS =p: (4.67) 

К 

характеризует степень использования предельной мощности. Чем 
меньше COS ф при заданной активной мощности, тем больше ток и потери 
в установках, передающих энергию. Поэтому желательно иметь COS ф 
нагрузки, близкий к единице. Для достижения этой цели параллельно 
нагрузке, обычно имеющей индуктивный характер, присоединяют 
конденсаторы, емкость которых выбирают из условия почти полной 
компенсации реактивных мощностей. | 

Рассмотрим выражение мощности через комплексы напряжения 
и тока, называемое комплексной мощностью. Поскольку действие 
умножения, необходимое для получения мощности, является нелиней- 
ной операцией, для которой неприменим метод комплексных амплитуд, 
произведение U/, как легко убедиться, не дает выражения мощности. 
Если вместо комплекса тока взять сопряженную ему величину, то 
получится нужное выражение комплексной мощности: 

~ ®. 2 * _ . . 

P,=UT =U e! ud) = Ре. (4.68) 
Модуль комплексной мощности равен полной мощности, a аргу- 

мент — углу сдвига фаз между напряжением и током. Ее вещественная 
и мнимая составляющие 

P;=P,cosp+jPssing=P-+ JP, (4.69) 

представляют соответственно активную и реактивную мощности. 

Исключая из (4.68) сначала U по закону Ома, а затем /, получаем 
выражения мощности через комплексные сопротивление и проводи- 
ДИМОСТЬ: 

cad 

P,=ZP=Yv?. (4.70) 
Если заменить ZH У через составляющие, TO получим приведенные 

выше выражения (4.64) и (4.65) для активной и реактивной мощностей. 
В заключение остановимся на условии передачи максимума мощно- 

сти нагрузочному сопротивлению 2, = и, + jx,, присоединенному 
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к источнику напряжения с заданным внутренним сопротивлением 
Zo = т + jX) и напряжением ( (в системах передачи сигналов 
очень часто требуется получать максимальное значение активной мощ- 
ности в нагрузочном сопротивлении). Режим при оптимальной вели- 
чине комплексного сопротивления нагрузки, когда обеспечивается 
передача максимальшой мощности, называется режимом согласования. 

Если действующее напряжение источника равно Uy, то активная 
мощность, выделяемая в нагрузке, 

r,U; 
—. 2. 10 Р = г, 1 — 

(To - 11)? Е (хо 4)?” 

Для получения максимума этой мощности в первую очередь необ- 
XOJLUMO выполнение Условия Xy = — Ал. В ЭТОМ случае активная мощ- 

ность в нагрузке 
— ne U? — — — —— 5. 

(то try)? (Vr, + rol V ry) 

Максимум мощности достигается при 7. =/,. Максимальная мощ- 
НОСТЬ 

Pay =. (4.71) 

Следовательно, условие передачи максимальной мощности 
нагрузке или условие согласования нагрузки и источника при заданной 
частоте состоит в том, что сопротивление нагрузки должно быть подоб- 
рано равным сопряженному внутреннему сопротивлению источника: 

Z, = = Z,. 
Поскольку активные составляющие сопротивлений равны, мощ- 

ность, выделенная во внутреннем сопротивлении источника, будет 
равна мощности, переданной нагрузке. Это означает, что коэффициент 
полезного действия передачи составляет 0,5. Такой невысокий к. п. д. 
допустим, конечно, только в цепях с низким уровнем мощности; 
в системах связи и передачи информации, где потери энергии несуще- 
ственны, важно иметь максимум мощности в нагрузке. 

$ 4.8. ОБОБЩЕНИЕ МЕТОДА КОМПЛЕКСНЫХ АМПЛИТУД. 

КОМПЛЕКСНАЯ ЧАСТОТА 

Рассмотрим обобщение метода комплексных амплитуд на случай 
анализа вынужденного режима при действии сигналов в виде зату- 
хающих или нарастающих по экспоненте синусоидальных функций: 

u(t) =U ne” cos (wt + ay). (4.72) 

В зависимости от знака о будем иметь нарастающие (o > 0) или 
затухающие (о < 0) колебания. Вещественная величина U,, равна 
амплитуде синусоидальных колебаний при отсутствии затухания 
(o = 0). . 

Если комплексная амплитуда Um = Ие“и, как и раньше, учи- 
тывает вещественную амплитуду и начальную фазу колебаний, то, 
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умножив обе части представления (4.14) на e%, получим 

u(t) = Ише”! cos (wt + ay) = Ве [Une "J = Re [Ише] = 

— 5 Ones! +- One"! . (4.73) 

Здесь $ = о + jw — комплексная частота; 

$ =о — |® — сопряженная комплексная частота. 
Мнимая часть комплексной частоты является угловой частотой 

синусоидальных колебаний, а вещественная часть — коэффициентом 
затухания (или нарастания) огибающей. 

Отличие представления рассматриваемой функции от представле- 
ния (4.14) синусоидальной функции состоит только в том, что вместо 
[® в показателе экспоненты имеем комплексную частоту $5. 

Комплексные сопротивления и проводимости элементов цепи со- 
ответственно получат вид: 

Zp=k; Yp=G; 

(Zi==sL; Y,;=I1/sL; (4.74) 
Zco=1/sC; Ус=5С. 

С помощью этих выражений заданная цепь преобразуется в частот- 
ную область. Вынужденные составляющие всех токов и напряжений 
в цепи будут иметь одинаковую комплексную частоту $ = ов + ja, 
определяемую частотой и затуханием действующего сигнала. Анализ 
выпужденного режима, сводящийся к определению комплексных амп- 
литуд реакций, производится в частотной области аналогично анализу 
установившегося синусоидального режима. Лишь в алгебраические 
уравнения для комплексных амплитуд вместо j@ будет входить комп- 
лексная частота $, в которую неявно входит мнимая единица. Это сокра- 
щает промежуточные выкладки: вместо алгебры комплексных чисел 
применяется обычная алгебра с переменной $. Поэтому часто анализ 
установившегося синусоидального режима производят, выражая сиг- 
налы через обобщенные экспоненты, т. е. полагая jo = $. В конце 
расчетов, конечно, необходимо положить $ = jo. 

Расчеты в частотной области с введением комплексной частоты 
получаются формально такими же, как и в цепях, состоящих только 
из А-элементов (цепях постоянного тока). В этом случае возможно 
производить анализ вынужденного режима при действии сигналов 
вида (4.72), частными случаями которых являются синусоидальные 
($ = jm), экспоненциальные ($ = в) и постоянные (Ss = 0) напряжения 
и токи. 

Но главное достоинство рассматриваемого обобщения состоит 
в том, что вводятся понятия комплексной частоты и плоскости комплекс- 
ной частоты, которые имеют очень большое значение в теории цепей. 

Значения комплексной частоты удобно для наглядности изображать 
на плоскости комплексной частоты $ с вещественной GO и мнимой [0 
осями, имеющими размерность 1/сек. Эту плоскость не следует смеши- 
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вать с плоскостью комплексных амплитуд напряжений ИЛИ TOKOB, 

rye OHH представляются вращающимися векторами. Обычно значения 

комплексной частоты Ha плоскости $ изображаются точками или крес- 

тиками: двум сопряженным значениям Sy и Sy будут соответствовать 

две точки (крестика), располо- 
женные симметрично OTHOCH- 
тельно оси 0: либо в левой по- 
луплоскости (0, < 0) — в случае 
затухающей по экспоненте си- 
нусоиды, либо в правой полу- 
плоскости (Gy > 0) — при нара- 
стающей по экспоненте сину- 
соиде. Оба эти случая изобра- 
жены на рис. 4.11, а, 6, где 
слева показаны значения ком- 
плексной частоты на плоскости $, 
а справа — соответствующие им 
функции времени. В 
случае Op = OU $, = JM, когда 
точки располагаются на мнимой 
оси, будем иметь незатухаю- 
щую синусоидальную функцию 

+] № 

5-7 
[9] 

Wy 

a) 

5} 

частном ° 

Sy 14. 

+6 

mae - 6—0 

| ~~ 

i AWac 
I pt t 

a “ 

u(t) у 

al 
IMU t 

Рис. 4.1] 

(рис. 4.12, а). В другом крайнем случае @) = 0H $ = Oy, когда точки 
лежат на вещественной оси, колебаний не будет, и мы получаем веще- 
ственную экспоненциальную функцию времени, которая будет затухать 

+Jw ; 
ul J 

> 

ы
ы
 

~
 

a) 

(S) 
ee eee ee ee чи, 

5) Ты | * 
Oo 
<— 

Рис. 4.12 

ИЛН нарастать В зависи- 

мости от знака 0, (рис. 
4.12, 6). 
ложить Oy = 0, т. е. 

Если теперь по- 
рас- 

положить точку в начале 
координат, то получим по- 
стоянное напряжение с ам- 
плитудой Ит 

SL R 
ot 
In 

Puc. 4.13 

В качестве примера найдем вынужденный ток в последовательном 
ЮГ-контуре при действии напряжения вида (4.73). На рис. 4.13 изоб- 
ражена схема с комплексными сопротивлениями и комплексной ампли- 
тудой Up, = Оле“. 
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Сопротивление цепи при $ = o + |ю 

Z=R+sL=R+0L+ jol. 

Комплексная амплитуда искомого тока 

Um U elon 

Отсюда - 
Ит 

— Ш . 4.76 
"VY (REOLE POL en) 

ol 
О; = Ay — arcig ор В. 

Следовательно, искомый вынужденный ток 

И те" 

— V(RFoLE + or? 
COS (Wt +- м, 9). (4.77) bys 

В частном случае, когда о = 0, т.е. действует синусоидальное 
напряжение, выражение тока (4.77) совпадает с ранее полученным 
выражением (4.56). В случае же w = 0, т. е. при действии напряжения 
в виде вещественной экспоненты и (1 = U,,e%, сопротивление цепи 
2 = о[, + Ю также вещественно, и амплитуда вынужденного тока 

l= Un 
т oL+R°* 

Вынужденная составляющая тока 

U of 
Рог ® . (4.78) [в = [те = 

$ 4.9. АНАЛИЗ ЦЕПЕЙ В ВИДЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО, 

ПАРАЛЛЕЛЬНОГО И СМЕШАННОГО СОЕДИНЕНИЯ ДВУХПОЛЮСНИКОВ 

Двухполюсную цепь произвольного вида принято обозначать в виде 
прямоугольника («черного ящика») с выведенными наружу двумя 
выводами. Поведение такой цепи по отношению к выводам, как ука- 
зывалось, определяется комплексным сопротивлением (или проводи- 
мостью). Цепи более сложной структуры составляются путем различ- 
ных соединений отдельных двухполюсников. 

Рассмотрим цепи из простейших соединений, результирующие или 
эквивалентные сопротивления (проводимости) которых получаются 
путем операции суммирования. Будем предполагать, что в цепи дей- 
ствует только один источник сигнала экспоненциальной формы с комп- 
лексной частотой $, который подключается к паре выводов, называемой 
входом цепи. 
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Последовательное соединение двухполюсников (рис. 4.14, а) 

При последовательном соединении через выводы каждого двух- 

полюсника протекает один и тот же TOK. Поэтому напряжения на отдель- 

ных двухполюсниках пропорциональны их сопротивлениям: 

On=Zyl. (4.79) 

В результате суммирование комплексов напряжений Up сводится 
к суммированию комплексных сопротивлений, так что эквивалентное 

р 0 
dy _1 

a} 

Рис. 4.14 

сопротивление цепи, т. е. отношение комплексов напряжения и тока 
на входе, будет равно сумме сопротивлений отдельных двухполюсников: 

| 0 
==. (4.80) 

При $ = jm (синусоидальное воздействие) активные и реактивные 
составляющие сопротивлений ‘будут суммироваться отдельно: г = 
= №7,; X = »№х,. Напряжения на отдельных двухполюсниках (4.79) 
можно представить в виде 

U,=UZ,/Z. (4.81) 

Нараллельное соединение двухполюсников (рис. 4.14, 6) 

При параллельном соединении на выводах всех двухполюсников 

получим одинаковые Напряжения. Поэтому токи в отдельных JIBYX- 

NOJIIOCHHKax пропорциональны проводимостям: 

1, =У,0. (4.89) 

Эквивалентная проводимость цепи, представляющая отношение 

комплексов тока и напряжения на входе, равна сумме проводимостей 

отдельных Ддвухполюсников 

y=y Yaad. (4.83) 

Теперь выражение (4.82) для токов в ветвях можно записать 
в виде 

1,=1Y ,lY. (4.84) 
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Последовательно-параллельное И параллельно-последовательное 

соединения двухполюсников 

Смешанное соединение двухполюсников является комбинацией 
последовательного и параллельного соединений. Рассмотрим схему 
последовательно-параллельного соединения, питаемую от источника 
напряжения (рис. 4.15, а). Чтобы получить эквивалентное сопротивле- 
ние цепи, которое определяет комплекс входного тока, сначала находят 

®
 

—
_
 

Рис. 4.15 

проводимость Yq параллельных ветвей 2 и 3, а затем обратную ей вели- 
чину (сопротивление) складывают с сопротивлением Z, последова- 
тельно соединенной ветви /: 

OU | 1 
= а =. 4.85 АЕ (4.85) 

Для определения токов в ветвях 2 и 3 воспользуемся соотношением 
(4.84). С учетом (4.85) ток во второй ветви 

i,= У _ YoU YoU (4.86) 
ГУ, Val ВОГ. 

Аналогично ток в третьей ветви 

Уз0 
[= : . 4.87 ТУ (1.87 

Введем очень важное в теории цепей понятие проводимости пере- 
дачи, которая представляет отношение комплекса тока в какой-либо 
ветви (кроме входной) к комплексу напряжения на входе. 

Проводимость передачи между ветвями 2 и J (входом) согласно 
(4.86) 

= = Ls (4.88) 
UO ВУ! 

Проводимость передачи между ветвями 3 и [ согласно (4.87) 

|| у \ Уз = = ИИ 4.89 
0 АУ (9.99) 

12 
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Проводимость передачи служит мерой передачи сигнала из входной 
ветви в другую интересующую нас ветвь. Если. известна проводимость 
передачи Yy,, то ток в А-й ветви определяется из соотношения, ана- 
логичного закону Ома: , 

1,=У WU. (4.90) 

Отсюда можно видеть, что роль проводимости передачи в расчетном 
отношении подобна роли входной проводимости цепи; по смыслу это 
понятие, конечно, отличается от входной проводимости. 

Схема параллельно-последовательного соединения, питаемая от 
источников тока (рис. 4.15, 6), как легко убедиться, является дуальной 
рассмотренной схеме. [Поэтому все полученные выше соотношения 
на дуальной основе можно применить к этому соединению. Для харак- 
теристики меры передачи сигнала от входной ветви к остальным ветвям 
вводятся комплексные сопротивления передачи, представляющие отно- 
шения комплексов напряжений на интересующих ветвях к комплексу 
тока на входе и измеряемые в омах. []о известному сопротивлению 
передачи Z,, напряжение К-й ветви будет также определяться из соот- 
ношения, аналогичного закону Ома: 

On = Zy,l. (4.91) 

Цепочечная (лестничная) схема или общий случай 
последовательно-параллельного соединения (рис. 4.15, 8) 

Эта схема получается из рассмотренных схем смешанного соеди- 
нения путем добавления новых звеньев двухполюсников. Чтобы найти 
эквивалентное сопротивление цепи, необходимо, начиная с правого 
конца схемы, последовательно определять проводимости параллель- 
ных и сопротивления последовательных участков. В результате полу- 
чим выражение в виде цепной (непрерывной) дроби: 

2=2-+ у | 
Нур... (4.92) 

Как видим, выражение получается довольно сложным. Особенно 
усложняется процесс нахождения токораспределения по ветвям. 
Поэтому для расчетов лестничных цепей удобно применять так назы- 
ваемый метод пропорциональных величин, основанный на свойстве 
линейности цепи. Суть его состоит в том, что задаются комплексом 
тока или напряжения, равным единице, в самом правом звене цепи 
и затем идут налево, последовательно определяя относительные токи 
в ветвях и напряжения в узлах. Покажем ход расчетов на примере 
цепи рис. 4.15, а. Задавшись единичным током в ветви 3, можно напи- 
сать: 

=; U;=Z,, 

т. е. относительное напряжение ветви численно равно ее сопротив- 

лению. Ток в ветви 2 = , 
= УИ. = У, ь. 
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Ток в ветви / равен сумме токов: 

П=А А = I + ¥ Zz. 

Относительное напряжение Ha входе цепи 

== 2, 2. У 2123. 

Чтобы получить истинные значения токов и напряжений, необхо- 
димо умножить все их относительные значения на один и тот же комп- 
лексный поправочный коэффициент к, который определяется из усло- 
вия получения заданного на входе напряжения вместо относительного: 

U=kU'; k=UlU". (4.93) 

Особенно удобно применять этот метод для определения отношений 
величин, например, для нахождения комплексных сопротивлений или 
проводимостей, так как здесь отпадает необходимость умножения на К. 

5 JAS 0 by 
+ PT об a eas 

_ : — U | U | Г) 
vi [ I 7 RI 
i! | 0,5 

| 
и -/05 | | 

| 1053 | Ung ANU, 
2. r AN 

Ls ln 1 N 

\Y 

[3 053 
а) 0) 

Рис. 4.16 

Так, из приведенных выше выражений относительных напряжения 
и тока на входе цепи получаем комплексную входную проводимость, 
совпадающую с ранее полученным выражением (4.85): 

Ил ГРУ >23 
п И 24-4-2150 

В случае синусоидального режима (5 = |®) расчеты по методу 
пропорциональных величин можно сопровождать построением век- 
торной диаграммы цепи. 

Для иллюстрации рассмотрим численный пример расчета установи- 
вшегося синусоидального режима в цепи, изображенной на рис. 4.16, а, 
где указаны значения сопротивлений всех элементов и комплекса 
напряжения на входе. Комплексные сопротивления и проводимости 
ветвей 

Z,=0,5-+ j0,95; У. = 12; (= 0,5 - j0,5. 

Задаваясь значением /3 = 1, откладываем его на векторной диа- 
грамме горизонтально (рис. 4.16, 6). Составляющие напряжения 
Uo, = 0,5 + 10,5 являютея наиряжениями на активном и индуктив- 
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ном элементах ветви 3. Ток В емкостной ветви 2 

= У Uo, = 12 (0,5 + 10,5) = — 1+] 
eo 

опережает по фазе напряжение Uy, на 90°. 
Ток в ветви / 

ПЕ = 
Составляющие падения напряжения в ветви 1; 

(= 7/1 == (0,5-+ j0,5) 1=— 0,5 - 70,5 

представляют напряжения на активном и индуктивном элементах 
ветви 7, Напряжение на входе 

0—0. +0: =0,5-- 10,5 — 0,5 10,5 =] 
совпадает по фазе с током (режим резонанса). 

Входное сопротивление цепи 

(7 

Г, 

Так как действительное заданное напряжение U = ef, то согласно 
(4.93) поправочный коэффициент, на который необходимо умножить 
все токи и напряжения, | 

ka =е- 9%. 

Соответствующая вещественная ось нанесена на векторной диаграм- 
ме пунктиром. 

4 П.Н. Матханов



ГЛАВА ПЯТАЯ 

КОМПЛЕКСНЫЕ ФУНКЦИИ ЦЕПИ И ПЕРЕХОДНЫЕ 

ПРОЦЕССЫ 

$ 5.1. ПОДКЛЮЧЕНИЕ ЦЕПЕЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА К ИСТОЧНИКУ 

СИНУСОИДАЛЬНОГО И ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО СИГНАЛОВ 

В предыдущей главе был рассмотрен анализ только вынужденной или 
установившейся составляющей реакции при действии синусоидальных 
и экспоненциальных сигналов с помощью метода комплексных 
амплитуд. 

В начале этой главы рассмотрим переходные процессы в простых 
цепях при действии синусоидальных и экспоненциальных сигналов. 
Для лучшего уяснения физической стороны явлений анализ произ- 
водится классическим методом, т. е. наложением реакций вынужден- 
ного и свободного режимов. 

В последующих параграфах устанавливается в явном виде связь 
между комплексными функциями цепи — входными сопротивлениями 
(проводимостями) или сопротивлениями (проводимостями) передачи, 
определяющими реакции установившегося режима, и частотами соб- 
ственных колебаний цепи, определяющими свободный режим и пере- 
ходные процессы. Далее рассматриваются частотные характеристики 
цепи, дающие реакции цепи установившегося синусоидального режима 
при любой частоте источника сигнала, и их связь с частотами собствен- 
ных колебаний. В заключение рассматривается установившийся режим 
в простом резонансном контуре. 

Подключение последовательного ЮЁ-контура к источнику 
напряжения (рис. 5.1, а) 

Для последовательного RL-KOHTypa свободная составляющая тока 
состоит из одной экспоненты (2.5), а установившаяся составляющая 
при действии синусоидального напряжения дается выражением (4.56). 

Общее выражение для тока имеет вид 

[= + в = т COS (Ot + a) + Ае-кГ. (5. 1) 

Произвольную постоянную определяем из условия непрерывности 
начального тока в индуктивности, значение которого примем равным 
нулю: 

icy (0) =— Ly (0); A=— [COS Q. 
Ток в цепи 

= [т [cos (wt + a;) —cos ae **/4]. (5.2) 
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Амплитуда свободной составляющей, равная по величине и проти- 
воположная по знаку значению установившегося тока при ft = 0, 
существенно зависит от начальной фазы тока, которая согласно (4.56) 
определяется моментом включения напряжения и углом ф сопро- 
тивления. При a; = a, — ф=0 амплитуда A максимальна и равна 
амплитуде установившегося тока; при 
a; = 90° амплитуда А = 0, и в цепи R 
сразу устанавливается синусоидаль- + ot 
НЫЙ TOK. и ' | 

На рис. 5.1, 6 изображены гра- 
фики тока в контуре и его составля- 
ющих; из графиков видно, что сво- 
бодная составляющая, устраняя раз- 
рыв функции тока при Ё = 0, обеспе- „- 
чивает по мере затухания плавный 
переход от начального значения тока 
к установившейся составляющей. 
Скорость затухания свободной со- 
ставляющей определяется только па- 
раметрами контура — его постоянной 
времени. | } 

Как видим, кривая тока вначале ok 
смещена от OCH времени; в результате ев 
пик первой полуволны тока в тех гит So 
случаях, когда начальное значение 0 
установившейся составляющей близко = 
камплитудному, азатуханиесвободной р 
составляющей мало, может достигать ив @0Н 8) 
удвоенного амплитудного значения. 

При действии напряжения в виде 
вещественной затухающей экспонен- 
ты, как было установлено в $ 4.8, вынужденный ток имеет форму 
той же экспоненты. Подставив в (4.78) знак «минус» перед коэффициен- 
том затухания, получим общее выражение тока в цепи в виде 

Рис. 5.1 

itn then = poy e+ Ae RUE, (5.3) 

Положив начальный ток в индуктивности 1 (0)=/), из условия 
при {=0 имеем 
| U 

A=l)— pray = fom: 

Ток в цепи 
= [тебе + (16 — 1m) ew RE. (5.4) 

Из графика этой функции (рис. 5.1, в) можно видеть, что свободная 
составляющая снова приводит к плавному без скачка при ¢ = 0 пере- 
ходу тока от начального значения к вынужденной составляющей. 
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Разветвленная ЮС-цепь, подключаемая к источнику 
напряжения (рис. 5.2) 

Приняв В качестве искомой реакции напряжение на емкости, опре- 

делим сначала вынужденную составляющуто реакции. Произведение 

комплексной амплитуды напряжения на емкости и проводимости парал- 

лельной ветви дает комплексную амплитуду входного тока. 

т = Ост (sC + /К.). 

Напряжение на входе 

О — em + Ruin — Ост [1 + Ry (sC + 1/R)]. 

Отсюда комплексная амплитуда папряжения на емкости 

у __ On 

Ucm= ВС RJR," (5.5) 

В случае действия синусоидального напряжения для амплитуды 
и начальной фазы установившегося на- 

Ry пряжения на емкости имеем из (5.5), 
+ г | т положив $ = |: 

п |1 УПИ + (OCR? 
и | —__ wClR, 

Puc. 5.2 бис = Oa — arctg PRR): 

При коротком замыкании входа цепи, соответствующем свобод- 
ному режиму, постоянная времени 

__ В. В.С 
= Ry +Re° 

Общее выражение напряжения на емкости имеет вид 

ис (1) = Ост COs (wt + yc) + Aew 

Приняв нулевое начальное Напряжение на емкости, из условия 

при #=0 имеем 
А — — (си COS nc: 

Окончательное выражение напряжения на емкости 

ис (1) = Ост [cos (Of - ис) — с0$ оисе- "|. (5.6) 

получается аналогичным выражению (5.2) тока в ЮГ.-контуре. Пиковое 
значение первой полуволны напряжения на емкости также может дости- 
гать удвоенной амплитуды установившегося напряжения. В частном 
случае КЮ, — со получим последовательный контур из сопротивления 
и емкости. 
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$ 5.2. ПОДКЛЮЧЕНИЕ КОЛЕБАТЕЛЬНОГО RLC-KOHTYPA 

К ИСТОЧНИКУ СИНУСОИДАЛЬНОГО НАПРЯЖЕНИЯ 

Пусть последовательный контур из индуктивности, емкости и сопро- 
тивления (рис. 5.3, а), удовлетворяющий условию колебательного 
режима, подключается при f = 0 к источнику синусоидального напря- 
жения. Установившийся и свободный ре- 
жимы в такой цепи мы уже рассматривали в | 
(см. $ 4.6 и 2.6). —_ 

Усгановившийся TOK в цепи согласно р é C 
(4.60) utc) T 
[= COS (wt + @;) on с0$ (wt -+ a&,— @). = 

(5.7) Рис. 5.3 

Добавив соответствующую свободную составляющую (2.29), полу- 
чим общее выражение тока: 

2 — [т COS (wt + ©;) + A,e?!? + АзеР=, (5.8) 

Интегрирование этого выражения дает заряд 

| l | 
9 — ду + дев oO Im sin (cot + с; Тр, ДуеРи + A,eP2! . (5.9) 

Будем полагать, что цепь в момент включения напряжения не имеет 
запасов энергин, т.е. i (0) = О ицс (0) = 0, так что g (0) = 0. Подставив 
эти начальные условия в (5.8) и (5.9), получим при & = 0: 

Avy Aa [т COS Qj; = — Ly (0); 

А: 5. — Ap= —— Im SIN 0; = — dy (0).. (5.10) 
D1 

Будем рассматривать контуры с высокой добротностью, когда 
частоты собственных колебаний (2.35) можно принимать равными 

Pia — at о Е jog — ГГ (5.11) 

Погрешность этого допущения не превышает 1% при добротности 
О > 3,5, чему удовлетворяют все используемые на практике контуры. 

Так как величины Py и р. являются комплексными сопряженными, 
то из рассмотрения выражения (5.8) можно сделать вывод о том, что 
постоянные интегрирования должны быть также сопряженными. 
Поэтому, решая (5.10), имеем 

А, = A,= — i (0) ae Pipa (5. 12) 

Согласно (5.11) pyp,=, р: — р» —= ]28, и при дополнительном 
учете (5.9) получим 

Аз == A,=— FI cos ot, + j (SP sin a; + = cos са) |. (5.13) 
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Подставив эту величину в (5.8) и учитывая, что сумма двух послед- 
них комплексных сопряженных слагаемых равна удвоенной веществен- 
ной части, получим для тока в цепи 

i=ty+2Re (А; е?!') = [м cos (@t + a;) — [ие “ | cos ct COS Wot — 

| (5.14) 0% (©) . . — (= cos a; + — sin са SiN Wot 
Wo © . 

Для упрощения этого выражения пренебрежем слагаемым, содер- 
жащим величину (&/в,) = 1/20, ввиду ее малости при достаточно 
высокой добротности. Тогда 

[= [т COS (wf + a;)—1,,e7-% [cos 0; COS Oot — = Sin 0%; Sin ео. (5.15) 

Ток в цепи представляет собой наложение установившейся синусои- 
дальной составляющей с частотой ® приложенного сигнала и затухаю- 
щей по экспоненте свободной синусоидальной составляющей с частотой 
@). Вид тока будет определяться отношением частот &,/®, коэффициен- 
том затухания и начальной фазой установившегося тока. 

Рассмотрим случай © & Wo, когда частоты составляющих тока 
мало отличаются. При этом 

[= [т COS (wt + a;) — Ime COS (Wot + aj). (5.16) 

Если отвлечься на время от затухания свободной составляющей, 
ПОЛОЖИВ A = 0, то получим наложение двух синусоид с одинаковыми 

амплитудами и близкими частотами, приводящее к явлению биений: 

= [т [с0$ (wt + 0;) —cos (Wot + а) | = 
=— 2p, sin2 Е обе + ce). (5.17) 

Колебания тока здесь происходят с частотой, близкой к частоте 
приложенного напряжения; амплитуда же колебаний (огибающая) 
изменяется по синусоидальному закону с малой частотой, равной поло- 
вине разности частот составляющих тока, Слагаемые тока (5.17) 
удобно изображать в виде двух векторов /, и /.›, вращающихся с различ- 
ными угловыми скоростями @ H Wp. 

Если представить себе вектор /, неподвижным, а вещественную 
ось (ось отсчета) вращающейся со скоростью ® по часовой стрелке, 
то угловая скорость вращения вектора /, по отношению к вектору 
/, будет равна разности частот. Следовательно, вектор /. по отношению 
к вектору /, будет вращаться со скоростью ®, — ®, так что конец его 
будет описывать окружность с центром, расположенным в конце век- 
тора /, (рис. 5.4, а). Конец суммарного вектора будет также лежать на 
этой окружности. При совпадении фаз обоих векторов их сумма получит 
максимальное значение, равное удвоенной длине вектора (пучность}; 
в случае противофазы эта сумма обратится в нуль (узел). Указанные 
моменты отражены на днаграмме изменения мгновенных значений тока 
при биениях (рис. 5.4, 6). 
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Возвращаясь к выражению (5.16) с затухающей свободной состав- 
ляющей, следует представить (рис. 5.4, в) амплитуду вектора /, умень- 
шающейся по мере вращения по логарифмической спирали. Соответ- 
ствующее изменение тока во временной области изображено на 
рис. 5.4, 2, из которого видно, что в высокодобротных контурах, где 
постоянная времени затухания свободных (собственных) колебаний 
превышает период биений, огибающая тока при небольших расстрой- 
ках устанавливается после , 
ряда затухающих колеба- “ty 
НИЙ. A | | 

В случае же совпадения : KA 
частоты приложенного сиг- J | 
нала с частотой собствен- ` 
ных колебаний W = Wo, т.е. 
настроенного в резонанс 
контура, ток согласно so ‘ty. 
(5.16) 

/ | 

<“, И = [от (1 —e—™) cos (wt + \ bY | ; 

ra, 68 NY, Ц 
где [м — амплитуда уста- у’ ~ 
новившегося резонансного 
тока. 

Огибающая тока нара- 5 
стает монотонно OT нуля a | lym 

до амплитуды установив- р 

шегося синусоидального Ч] | 
тока (рис. 5.4, 0). При J | | 
этом будет постепенно от wea 
периода к периоду уве- д) 

личиваться максимальное Рис. 5.4 
значение энергии, запасае- 
мой в индуктивности и соответственно в емкости. С прекраще- 
нием нарастания огибающей и установлением в цепи синусоидаль- 
ного тока обмен энергии между источником и реактивными элемен- 
тами прекратится; источник будет только покрывать потери в кон- 
туре. 

Об относительной скорости нарастания тока можно судить по началь- 
ной производной огибающей, которая равна коэффициенту затуха- 

Do ния. Выразив коэффициент через добротность контура = = 0/R: 

d (1—e™*) © 
de po 950, (5.19) 

нетрудно видеть, что чем ниже добротность, тем быстрее устанавли- 
вается ток. 

В высокодобротных контурах процесс установления тока получа- 
ется медленным. С физической точки зрения такой вывол вполне 
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понятен: с повышением добротности растет энергия, запасаемая в реак- 
тивных элементах: соответственно передача ее от источника к контуру 
требует большего времени. 

$ 5.3. КОМПЛЕКСНЫЕ ФУНКЦИИ ЦЕПИ И ЧАСТОТЫ СОБСТВЕННЫХ 

КОЛЕБАНИЙ 

Реакция цепи в частотной области, т. е. в установившемся синусои- 
дальном режиме, состоит, как известно, в изменении амплитуды и на- 
чальной фазы приложенного сигнала. При заданном на входе синусои- 
дальном напряжении или токе амплитуда и начальная фаза реакции 
определяются соответственно комплексными проводимостями или сопро- 
тивлениями — входными или передаточными. Входная проводимость 
и входное сопротивление определяют соответственно ток и напряжение 
на входе, т. е. в том же месте, где действует источник. Проводимость 
передачи и сопротивление передачи определяют ток и напряжение 
на выходе цепи. 

Рассматриваемые величины, определяющие реакции цепи в частот- 
ной области, называют обобщенно функциями цепи. Функция цепи 
является важнейшим ее параметром. Поэтому следует расширить 
и углубить наши представления об этом параметре. 

Для определенности будем рассматривать входную проводимость. 
Установившаяся составляющая тока, определяемая входной прово- 
димостью, является частным решением дифференциального уравнения, 
связывающего искомый ток и действующее на входе синусоидальное 
или экспоненциальное напряжение. Поскольку левой частью этого 
дифференциального уравнения определяется свободная составляющая 
реакции, очевидно, что комплексное сопротивление должно содержать 
также данные о частотах собственных колебаний цепи. 

Связь между комплексным сопротивлением и дифференциальным 
уравнением цепи мы частично использовали в методе комплексных 
амплитуд (см. $ 4.3), когда из уравнения второго порядка подстановкой 
токов и напряжений, выраженных в экспоненциальной форме, получали 
комплексное сопротивление последовательной ЮГ.С-цепи. 

Дифференциальное уравнение, связывающее напряжение и ток во 
входном контуре цепи более общего вида, как было показано в главе 2, 
записывается таким образом: 

ai qn-lj 

van п-1 Gn aa а a= 

— о b, +0 5.20 — bin om Е т-—1 ти ЧИ + toe + 1 dt + 0° ( . ) 

Для получения выражения комплексного сопротивления или про- 
водимости подставляем в (5.20) напряжения и токи в виде обобщенных 
экспонент: 

u—U,,e"; i=/],,e°'. 
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Так как дифференцирование экспоненты равносильно ее умно- 
жению на $, то получаем 

(4,5 +. ApS” 1 + eee + Q4S + Qo) J ne — 

= (BS  биаз” ТЕ... + O48 + Bo) Ише”. (5.21) 

Отсюда комплексная проводимость, т. е. отношение комплексных 
амплитуд тока и напряжения, 

у —-т — mst тая" ТЕ ... 018-60 — М ($). (5.22) 

Om ays +a,_1s" 1+ ... +ays+ ay N (s) 

Из рассмотрения полученного выражения можно сделать очень 
важный вывод о том, что комплексная проводимость цепи (вообще 
любая из функций цепи), состоящей из сосредоточенных элементов 
и описываемой системой обыкновенных дифференциальных уравнений, 
представляет отношение двух полиномов от $ (или |6), т. е. рациональ- 
ную дробь. Выражение (5.22), в которое в явном виде входит перемен- 
ная — комплексная частота, будем также называть функцией прово- 
димости (или сопротивления). 

Как мы видели, при расчетах цепей методом комплексных ампли- 
туд комплексные сопротивления можно определять из комплексных 
схем замещения без составления системы дифференциальных уравне- 
ний. Для перехода от выражения комплексного сопротивления к диф- 
ференциальному уравнению, как следует из (5.20) — (5.22), необхо- 
димо, предварительно умножив комплексные амплитуды на е*, под- 
ставить вместо них мгновенные значения тока и напряжения, заменить 
степени комплексной частоты 5“ через 4/4 и затем раскрыть скобки. 

Из приведенных соображений можно сделать вывод о том, что при 
записи выражения комплексного сопротивления (или проводимости) 
мы фактически записываем дифференциальное уравнение для интере- 
сующей реакции. Отсюда, естественно, следует вывод о том, что выра- 
жение функции цепи должно содержать все данные, необходимые для 
получения корней характеристического уравнения, т. е. частот собст- 
венных колебаний цепи. . 

В главе 2 было установлено, что в зависимости от вида источника 
сигнала следует различать два случая свободного режима в цепи: 
режим короткого замыкания входных зажимов (при действии источника 
напряжения) и режим разрыва входных зажимов (при действии источ- 
ника тока). Рассмотрим оба случая применительно к входному контуру, 
описываемому уравнением (5.20). 

В первом случае свободного режима, приравнивая нулю левые 
части уравнений (5.20) и (5.21), видим, что характеристическое уравне- 
ние цепи можно получить путем приравнивания нулю знаменателя 
функции проводимости. Поэтому 

М ($) = ays" + ... +48 + а, = Ay ($— 51) ($— $85)... ($— 5). (5.23) 

Здесь $, — корни характеристического уравнения, представляющие 
частоты собственных колебаний в режиме короткого замы- 
кания входных зажимов. 
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Для входного контура можно’ менять роли реакции и функции 
возбуждения. Поэтому во втором случае свободного режима прирав- 
ниваем нулю правые части уравнений (5.20) и (5.21). Здесь характери- 
стическое уравнение можно получить путем приравнивания нулю чис- 
лителя функции проводемости или знаменателя функции сопротивле- 
ния. Следовательно, 

М ($) =." + ... + 618-- bo = бт (8—1) ($— 5%)... ($ — т). (5.24) 

где 5, — корни характеристического уравнения, представляющие 
частоты собственных ‘колебаний в режиме разрыва входных 
зажимов. 

Из изложенного следует, что комплексная функция цепи позволяет 
определять не только реакцию цепи установившегося режима, но также 
характеристическое уравнение свободного режима (ее знаменатель 
содержит в себе частоты собственных колебаний цепи). Например, 
из знаменателя выражения (5.5) можно было найти постоянную вре- 
мени цепи рис. 9.2. 

С учетом (5.23) и (5.24) дробно-рациональную функцию входной 
проводимости можно записать, представляя числитель и знаменатель 
в виде произведений двухчленов: 

1 М (5) (S—S,) ($—$ь) .-. (8 —$т) 

у (5) = 7 М (5) =К (S—S,) ($— 5%) --.(S—S,) ° (9.25) 

Входящие сюда в явном виде частоты собственных колебаний цепи 
при разрыве Sp и коротком замыкании 5, входных зажимов принято 
называть согласно терминологии теории функций комплексного пере- 
менного соответственно нулями и полюсами функции. 

Нуль представляет значение комплексной частоты $ = $», при кото- 
ром функция обращается в нуль: У (5,) = 0, а полюс — значение 
комплексной частоты $ = $,, при котором функция обращается в беско- 
нечность: У (S,) == со. Задание нулей и полюсов, а также постоянного 
множителя К = 6„/а, в (5.25) полностью определяет дробно-рацио- 
нальную функцию. 

Так как входная проводимость и сопротивление являются взаимно 
обратными функциями, то нули проводимости $, будут полюсами сопро- 
тивления, а полюсы сопротивления $, — нулями проводимости. 

Обратимся теперь к функциям передачи: проводимости передачи 
и сопротивлению передачи. Поскольку первая функция определяет 
ток выхода при действии источника напряжения, а вторая — напря- 
жение выхода при действии источника тока, свободными режимами 
будут соответственно режимы короткого замыкания и разрыва входных 
зажимов. Поэтому полюсы проводимости передачи будут совпадать 
с полюсами (5.25), а полюсы сопротивления передачи — с полюсами 
входного сопротивления, т. е. с нулями (5.25). Нули же функций пере- 
дачи представляют те частоты, при которых передаваемый от входа 
к выходной ветви сигнал в виде тока илн напряжения обращается 
в нуль. 
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Покажем смысл нулей передачи на примере цепочечной (лестнич- 
ной) цепи (см. рис. 4.15, в). Ток и напряжение на выходе будут обра- 
щаться в нуль, как видно из схемы, при тех значениях комплексной 
частоты $, при которых сопротивления последовательных ветвей 
обращаются в бесконечность, а сопротивления параллельных ветвей — 
в нуль. Следовательно, нули передачи об- 95 р 
‘разуются полюсами сопротивлений после- 
довательных ветвей и нулями сопротив- | 
лений параллельных ветвей. В этом можно gy 1/s 
убедиться из рассмотрения выражений T ] 
(4.88) и (4.89) проводимостей передачи go | 
цепи рис. 4.15, а. 

Из сказанного следует, что нули пере- 
дачи непосредственно не связаны с часто- 
тами собственных колебаний цепи. Из 5, 
смысла пулей передачи можно заключить, 
что для одной и той же цепи у Ynep и 
пер ОНИ будут совпадать. Полюсы же их, 
представляющие частоты собственных коле- 5) 
баний в режимах короткого замыкания и 
разрыва входных зажимов, конечно, будут 5; 
отличаться. 

Таким образом проводимость передачи Puc. 5.5 
и сопротивление передачи в отличие от 
входной проводимости и входного сопротивления не являются взаимно 
обратными функциями. 

Для иллюстрации изложенного рассмотрим цепь, изображенную 
на рис. 5.5, а, где указаны значения комплексных сопротивлений 
отдельных элементов. 

Согласно методу пропорциональных величин, приняв [з = |, 
получаем 

(5) 

+6 

W
w
 

J | 
—
 

~O
- 

— 
— 

— 
+ 

~—
——
 

+6
 

x 
Or

 х 

= = ($41); П=1-(68+1); 

(= (8-1) +2 (8-1 1-8 (s+ 1] =6- 1 (2 25-3). 

Используя эти выражения, можно записать все функции рассматри- 
ваемой цепи. 

1. При действии на входе цепи источника напряжения входная 

проводимость 
—__ Ш 85-1 

и 5-1) (2s?-+ 28+. 3) 

ий проводимости передачи 

у. — 8 — s | 
ор 258 

i | 8 

У1з = и 611) (252+ 25-43) ° 
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2. При действии на входе источника тока входное сопротивление 

7—0: — (8+!) (29+ 8-3) 
Г st+ts+t] 

и сопротивление передачи 

Сравнивая полученные в п. | и 2 выражения, убеждаемся, что вход- 
ные проводимости и сопротивление — взаимообратные функции, а про- 
водимость передачи и сопротивление передачи — совершенно различ- 
ные функции. 

Из выражений п. 1 видно, что все полюсы проводимостей, представ- 
ляющие частоты собственных колебаний цепи при коротком замыка- 
нии входных зажимов, одинаковы. Лишь в частных случаях, как, 
например, для Y,., некоторые из полюсов могут сократиться с соответ- 
ствующими нулями. 

Выражения п. 2 показывают, что все полюсы сопротивлений, пред- 
ставляющие частоты собственных колебаний цепи при разрыве входных 
зажимов, также одинаковы и совпадают с нулями входной проводи- 
мости. 

На рис. 5.5, 6 изображено взаимное расположение нулей и полюсов 
входной проводимости. Последние являются частотами собственных 
колебаний в режиме короткого замыкания входных зажимов. 

Из трех полюсов два являются сопряженными ‘комплексными, 
а один вещественным. Это означает, что свободная составляющая 
тока будет состоять из затухающих синусоидальной составляющей 
и экспоненты. 

$ 5.4. ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ЦЕПИ. 

НОРМИРОВКА ЧАСТОТЫ И УРОВНЯ СОПРОТИВЛЕНИЯ 

Функции цепи — комплексные сопротивления и проводимости — 
являются функциями частоты. Чтобы знать реакцию цепи в установи- 
вшемся режиме при действии синусоидального сигнала любой частоты, 
необходимо иметь выражения комплексной функции цепи в виде 
явной функции угловой частоты ® приложенного сигнала. Так, в слу- 
чае функции проводимости необходимо иметь 

У (jo) =|У (ja) |e? = g (w) + jb (©). (5.26) 

Модуль и фаза или активная и реактивная составляющие сопро- 
тивления (проводимости) являются функциями вещественной частоты 
и могут быть изображены в виде графиков. Эти функции называются 
частотными характеристиками цепи. Зависимость модулей от частоты 
называют амплитудными, а зависимость углов — фазовыми частотными 
характеристиками; зависимости вещественных и мнимых частей (5.26) 
называют соответственно вещественными и мнимыми частотными харак- 
теристиками. | 
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Каждая пара характеристик определяет зависимость от частоты 
функции цепи. Ту или иную пару характеристик выбирают исходя 
из условий конкретной задачи. Обычно интересуются амплитудными 
и фазовыми "характеристиками, которые легко могут быть получены 
экспериментально. Но иногда интерес представляют также веществен- 
ные и мнимые характеристики. Составляющие какой из функций 
(сопротивления или проводимости) строить, определяется видом 
источника сигнала и интересующей нас реакции. Если интерес пред- 
ставляет ток в цепи при действии источника напряжения, то следует 
рассматривать составляющие проводимости; если же интересуются 
напряжением при действии источника тока, то необходимо рассмат- 
ривать составляющие сопротивления. 

Кроме указанных пар характеристик, изображаемых в веществен- 
ной декартовой системе координат, применяют также так называемую 
амплитудно-фазовую характеристику, которая строится на комплекс- 
ной плоскости (2 или У). При ее построении вычисленные для ряда зна- 
чений частоты составляющие Z или У наносятся в виде точек на комп- 
лексной плоскости; на полученной путем соединения этих точек кривой 
указываются значения частот ©. 

Следовательно, амлитудно-фазовая характеристика представляет 
геометрическое место концов векторов (годограф), изображающих 
комплексное сопротивление или проводимость. Каждая точка этой 
характеристики, для которой известна частота, дает значения обеих 
составляющих: модуля и фазы или вещественной и мнимой частей. 

Построим частотные характеристики простейшей последовательной 
ЮГ-цепи. Интересующей реакцией является ток, поэтому следует 
строить зависимости от частоты составляющих проводимости: 

У ее К р (5.97) 
R+joL И R2+ в2[2 R2+ w2L?2 R2+ w2L?2 

Как видим, модуль и вещественная часть являются четными, а угол 
и мнимая часть — нечетными функциями частоты. Нетрудно убедиться, 
что это общее свойство дробно-рациональных функций с вещественными 
коэффициентами. 

Для вычисления точек характеристик необходимо иметь численные 
значения элементов цепи. Для того чтобы построенные частотные харак- 
теристики имели более общий вид, а не относились только к частным 
значениям параметров цепи, удобно величины, откладываемые по осям 
абсцисс и ординат, выражать в относительных единицах, вводя так 
называемую нормировку частоты и уровня сопротивления (проводи- 
мости). Нормировка состоит в том, что выбираются некоторые базис- 
ные частота в, и сопротивление 2, и определяются относительные (без- 
размерные) нормированные частота и сопротивление: 

6 2 

Для нормировки выражения Z необходимо заменить абсолютные 
значения частоты и сопротивления согласно следующему: 

O = Wy Wp} Z=2Z, Zo. (5.29) 
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При этом выбор @, и С, следует производить из условия, что выра- 
жение нормированного сопротивления должно содержать наимень- 
шее число коэффициентов. В результате введения двух соотношений 
(5.28) удается уменьшить на два число задаваемых параметров. 

Произведем нормировку выражения проводимости (5.27). Согласно 
обозначениям (5.29) 

| 

* У, (КЕ ю, во) ° 
Y 

Примем 
1 

У, = 1/Ю; oO HE ©: 

При этом выражение нормированной проводимости не требует 

задания значений элементов: 

ела, ор (5.30) У = о: ; Itjo, Vi+to% 1+ w% 1+ w% 

На рис. 5.6, а представлены построенные по этим выражениям 
амплитудная и фазовая, а на рис. 5.6, 6 — вещественная и мнимая 

частотные характеристики. 
Частота по оси абсцисс отсчиты- 

вается в долях от коэффициента за- 
тухания цепи, а проводимость по оси 
ординат — в долях от активной про- 

-<_ 1 2 JW,  водимости цепи, поэтому при расче- 
-—- тах получаются числа, близкие к еди- 

—90°Г Now) нице, в этом состоит также одно из 

удобств нормировки. Главное же пре- 
имущество заключается в том, что 

05 REY, данные нормированных частотных 
| характеристик легко пересчитываются 

| | на любые конкретные значения пара- 
метров цепи. Для этого достаточно 

5) Imy, согласно (5.29) умножить нормиро- 
ванные значения проводимости и ча- 

+} 9 стоты на соответствующие базисные 
я величины 1/Ю и а = R/L, которые 

у, + определяются соотношениями пара- 
метров. 

= Wy= 0,5 На рис. 5.6, в представлена ампли- 
* =I тудно-фазовая характеристика цепи, 

6) построенная по данным частотных 
Puc. 56 характеристик. 

Две крайние точки частотных 
характеристик, соответствующие зна- 

чениям @ = 0 и о = со, желательно для проверки расчетов определять 
непосредственно из схемы цепи, заменяя в первом случае емкости 
разрывами, индуктивности — коротким замыканием, а во втором слу- 
чае индуктивности — разрывамн, емкости — коротким замыканием. 
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Для рассмотренной последовательной К[-цепи при ® = 0 У (0) = 
= 1/R, а при © > со можно пренебречь активным сопротивлением 
по сравнению с индуктивным, обращающимся в бесконечность, поэтому 
|У (jo )| + 0 иф (©) = —90°. 

$ 5.5. СВЯЗЬ ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК С ЧАСТОТАМИ 

СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ ЦЕПИ 

Построение частотных характеристик по аналитическим выраже- 
ниям вида (5.27) или (5.30) не дает в явном виде связи между характери- 
стиками установившегося режима и частотами собственных колебаний 
и не позволяет наглядно представить относительную роль отдельных 
нулей и полюсов в интересующем диапазоне частот. Эти моменты во 
многом устраняются в случае применения качественных геометриче- 
ских построений с изображением нулей и по- 
люсов на плоскости комплексной частоты. + JW) 
Проиллюстрируем эти построения на при- 
мере АГ-цепи. Положив в (5.27) jw == $, имеем 
для проводимости те" Ао | |9 

/ 

| - 
= = SC ee ee J, 

¥() Ю-+ $. L(s+RI/L) L ($— $1) (5.31) _% re 

где $: = —a = —R/L — полюс, т.е. частота п) 
собственных колеба- 
ний цепи. 

На плоскости ($) точка $, располагается 
на вещественной отрицательной полуоси на 
расстоянии % OT начала координат (рис. 
5.7, а). В синусоидальном режиме перемен- 
ная $ = |® будет перемещаться по мнимой 
оси. 

Комплексный двучлен в знаменателе — \ 
разность двух комплексных чисел или двух 5) 5) 557 
векторов 

19 — 51 = me" (5.32) Рис. 5.7 

будет изображаться на плоскости (5) вектором, конец которого ле- 
жит на мнимой OCH, а начало в точке S,. С изменением частоты конец 
вектора перемещается по оси, при этом изменяются его длина т; и 
угол 9:, которые определяют частотные характеристики, так как 
согласно (5.31) и (5.32) 

у) =: ф®)=Ь— в, (5.38) 

Отсюда следует, что частотные характеристики могут быть пост- 
роены из чисто геометрических соотношений на плоскости комплек- 
сной частоты — по длине и углу вектора, определяемого полюсом 
и частотой. 
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Этот способ построения частотных характеристик, рассмотренный 
на простейшем примере, можно обобщить на случай функции, содер- 
Kallen ряд нулей $, и полюсов $». Приняв для комплексных двучленов, 
изображаемых (рис. 5.7, 6) векторами на плоскости (5), запись вида 
(5.32), можно представить функцию проводимости следующим образом: 

‘fy? e 

>) 
. , ‚ fd ‚| 

(0—5) (0—$)... _ и пе ие *... 
(1® — 51) ({O— 52)... тие! те... ° У ($) =К 

Отсюда модуль и аргумент проводимости 

тт т. 

y (0) = K тт, ПТО... My 

ф(® = (0; 105+... +9) — (B+ 02+... +6.) = (6.34) 
Модуль проводимости равен отношению произведений длин векто- 

ров, исходящих из нулей, и длин векторов, исходящих из полюсов, 
а аргумент проводимости — разности сумм углов векторов, исходящих 
из нулей, и углов векторов, исходящих из полюсов. 

Описанный способ построения частотных характеристик наглядно 
иллюстрирует тесную связь между реакциями установившегося синусо- 
идального режима и переходными процессами, определяемыми часто- 
тами собственных колебаний. 

$ 5.6. РЕЗОНАНС В ПРОСТЫХ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ КОНТУРАХ 

Расчет установившегося синусоидального режима в последователь- 
ном и параллельном ЮГС-контурах был приведен в $ 4.6. Здесь мы 
возвращаемся к этой цепи, чтобы подробно рассмотреть режим резо- 
нанса. Как указывалось, режим резонанса состоит в том, что входное 
сопротивление является активным, и, следовательно, напряжение 
и ток на входе совпадают по фазе. 

Будем рассматривать последовательный ЮЁС-контур (рис. 5.8, а), 
входное сопротивление которого 

Z (jo) =Ю-х=юЮ- | (о. — Иоб). (5.35) 

Реактивная составляющая равна нулю и 4 = К втом случае, когда 
частота приложенного напряжения равна резонансной частоте контура: 

=. (5.36) 
VLC 

Режим резонанса может быть достигнут либо за счет изменения час- 
тоты приложенного сигнала при постоянстве резонансной частоты 
(5.36), либо за счет изменения резонансной частоты путем изменения 
(подстройки) емкости или индуктивности контура. 

При постоянстве амплитуды приложенного напряжения ток, а также 
активная мощность в цепи в режиме резонанса будут максимальными: 

1=1=0/В; P=UIl,=UR. (5.37) 
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Этот же ток, протекая по реактивным элементам, модули сопро- 
тивлений которых равны, будет создавать на них напряжения 

Ur=Uc=Obly= a7 lp =V LIC Io, (5.38) 

a Также реактивные мощности 

9 | 9 7 Я то Ра Рас = Ze 1—= LIC Ге. (5.39) 

Соотношение (5.38) означает, что характеристическое сопротивле- 
ние контура в режиме резонанса равно сопротивлению индуктивного 
или емкостного элемента: 

TH ] р=У ==. (5.40) 
R JL, 

Отношение напряжений на реактивных 
элементах к приложенному напряжению р 
или отношение реактивных мощностей к 
активной мощности цепи в режиме резо- 
нанса, равное отношению характеристиче- it, | 
ского и активного сопротивлений, пред- = 
ставляет добротность контура И и. 

Ш _ те 
= = вск = К. (5-41) о) 

На этом определении основан способ iby || 
измерения добротности по показанию ] G 
вольтметра с высоким входным сопротив- 
лением, подключенного параллельно емко- 6) 
сти контура, настраиваемого в резонанс 
при питании от источника с фиксирован- Рис. 5.8 
ным напряжением. 

Добротность обычных контуров бывает порядка 50—300. Это озна- 
чает, что напряжение и мощность реактивных элементов в десятки 
и сотни раз превышают напряжение и мощность источника сигнала. 
При резонансе реактивные мощности в индуктивном и емкостном эле- 
ментах полностью компенсируют друг друга. Таким образом, проис- 
ходит обмен первоначально запасенной энергии между индуктивно- 
стью и емкостью, аналогично тому как это имеет место при свободном 
колебании в идеальном контуре из индуктивности и емкости (см. 
$ 2.6). Источник не участвует в этом процессе колебаний энергии между 
двумя реактивными элементами, он покрывает лишь энергию, расхо- 
дуемую в активном сопротивлении. 

В реальных устройствах, кроме самого контура, потери могут 
возникать во внутреннем сопротивлении источника, а также в на- 
грузке, присоединяемой к контуру. Поэтому сопрогивление в формуле 
(5.41) должно быть увеличено на соответствующую величину, вносимую 
внешними элементами, что приводит к снижению результирующей 
добротности. 
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Перейдем к рассмотрению простого параллельпого колебательного 
контура. Для контура, составленного из параллельно соединенных 
катушки индуктивности и конденсатора, может быть составлена схема 
замещения (рис. 5.8, 6), где с помощью активных сопротивления г; и 
проводимости Ge учитываются потери в катушке и конденсаторе. Прово- 
димость последовательной индуктивной ветви, в которой выполняется 
условие г; < х,, 

1 "Г — 1, ry j ; 

Me пр = ЕЯ ~ (Ole 5—1 (5-42) 
Если частота мало отклоняется от резонансной, то можно пре- 

небречь зависимостью от частоты активной составляющей, приняв 
ее равной г,/’[?, и, следовательно, заменить последовательную 
индуктивную ветвь параллельной. Объединяя активные проводимости 
обоих элементов, получим эквивалентную схему параллельного кон- 
тура, изображенную на рис. 0.8, в. Эта схема при питании от источ- 
ника синусоидального тока будет дуальной последовательному кон- 
туру. Поэтому приведенные выше соотношения на основе дуальности 
можно применить к параллельному контуру. 

Приравнивание нулю реактивной составляющей комплексной про- 
водимости контура 

У (jo) =g-+/ (@C— I1/oL) (5.43) 

дает резонансную частоту, совпадающую с (5.36). 
При резонансе напряжение на контуре и активная мощность полу- 

чают наибольшие значения: 

1 [2 
U=U,=-—; Р = (1 =—. 

8 8 

Добротность контура, представляющая отношение характеристи- 
ческой проводимости контура 1/о к активной проводимости, с уче- 
том (5.36) равна 

(5.44) 

ШТ 606 _ 1 
= в = 2  BWoL’ (2.45) 

При высокой добротности ток и реактивная мощность в емкости 
(индуктивности) в десятки-сотни раз будут больше тока и активной 
мощности в активной проводимости. Но этот ток будет циркулиро- 
вать только внутри параллельного LC-KOHTypa, так что сопротивле- 
ние этого контура при резонансе будет бесконечно велико. Реактив- 
ные мошности в обоих элементах компенсируют друг друга — проис- 
ходит обмен энергиями между ними без участия источника. Источник 
покрывает лишь энергию, потребляемую активной проводимостью. 

Если присоединяемые к контуру внешние элементы — реальный 
источник и нагрузка — вносят дополнительные потери, то они могут 
быть учтены соответствующим увеличением активной проводимости 
и снижением результирующей добротности. 
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6 5.7. ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ 

КОНТУРОВ 

Важнейшее свойство простых колебательных контуров, обуслов- 
ливающее их широкое применение в радиотехнике, состоит в том, 
что они обладают частотной избирательностью: пропускают сигналы, 
частоты которых близки к резонансной, и задерживают сигналы 
с частотами, отличающимися от нее. Так как оба контура взаимно 
дуальны, то достаточно рассмотреть один из них, например последо- 
вательный. 

Частотная избирательность вызывается изменением реактивной 
составляющей сопротивления при отклонении частоты от резонанс- 
HOH: 

x(@)=x,—Xc=oL—I1/oC. (5.46) % 

Индуктивная составляющая растет 
линейно с частотой,.а емкостная — спа- 
дает по гиперболическому закону (рис. 
5.9). 

В результате реактивное сопротив- 
ление является емкостным при @ < Wy 
и индуктивным при @ > Wp, а его MO- 
дуль, равный нулю при W = Wo, растет 
по мере увеличения. отклонения частоты Рис. 5.9 
от резонансной. 

Для построения частотных характеристик контура запишем выра- 
жение нормированного сопротивления (5.35) в соответствии с (5.29), 
приняв за базисные величины К, Wy: 

2 = 1/9 (©, — Шо,) =И 1-- 0? (®,— Шо,.)? е, (5.47) 

где Q = 0/R — добротность контура; 
ф = аг Q (w, — 1/®„) — аргумент нормированного сопротив- 

ления Пу. 
Частотные характеристики последовательного контура опреде- 

ляются модулем и аргументом проводимости: 

У = [1 + Q? (Oy — 1/6)? ]— 0,5; 

p=— ф= — arcigQ(o, —1/o,,). (9.48) 

При w, = 1 (резонанс) ф = 0, a модуль имеет максимальное зна- 
чение y, = | или абсолютное значение 1/R. Отклонение частоты OT pe- 
зонансной измеряют абсолютной или относительной расстройкой: 

60 —=@ — 9; 60, = =0,—1, (5.49) 
0 

С увеличением расстройки аргумент проводимости растет по Be- 
личине, а модуль уменьшается. В предельных случаях нулевой и бес- 
конечной частоты угол р = == 90°, а модуль, естественно, обращается 
в HYJIb. 
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На рис. 5.10, а, 6 представлены амплитудная (резонансная кри- 
вая) и фазовая характеристики, которые построены для нескольких 
значений добротности. Чем больше добротность, тем острее резонанс- 
ная кривая и тем лучше избирательность. 

В наиболее важных для практики случаях контуров высокой доб- 
ротности достаточно рассматривать малые расстройки, когда выра- 
жение, содержащее частоту, можно представить линейным приближе- 

ox AW, 

| | 

1 И. 
и вр 4—1 

ДАХ 
Ke Q= 10 

foto 
Wy, 1 Wyo Wy 

ф Q) 

90° Q=10 

0 / Q=1 Wx Г 
90° | — — | | 1 

5) $ -2 71012 8 €& 

6) 

Рис. 5.10 Рис. 5.11 

нием с угловым коэффициентом, равным значению производной при 
O, == 1: 

1 

# 

При таком представлении частотную характеристику удобно 
строить в зависимости от расстройки (рис. 5.11, а): 

Yn = (1-- 4026%2)—05. (5.51) 

При двух значениях расстройки 

модуль (5.51) у, = 1// 2; это означает, что ток в контуре умень- 

шается в V 2 раз, а мощность — в два раза по сравнению с режимом 
резонанса. Полосу частот между этими двумя граничными частотами 
«половинной мощности» условно принято считать полосой пропуска- 
ния контура или шириной резонансной кривой: 

Ao, ==" = 60,1 —b045 = 1/Q. (5.53) 
Wo 
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Относительная ширина резонансной кривой обратна добротности 
или, ипаче, добротность равна отношению резонансной частоты к ши- 
рине резонансной кривой. 

В выражения (5.48) и (5.52) параметр — добротность и перемен- 
ная — частота входят в виде одного общего члена. Если этот член 
рассматривать как новую переменную, называемую обобщенной рас- 
стройкой 

Е=0 (0, — По.) + 200%, (5.54) 

уж = (1+ §?)-%° (5.55) 

не будет содержать параметра, и мы получим одну единственную 
резонансную кривую (рис. 5.11, 6). Данные этой кривой можно пере- 
считать на любую заданную добротность путем соответствующего 
изменения масштаба оси абсцисс. Если интересуются результирующей 

то проводимость 

Рис. 5.12 

резонансной кривой контура с учетом вносимых источником и нагруз- 
кой потерь, то следует принимать соответственно уменьшенную ве- 
личину добротности. 

Весьма полезно для уяснения связи между частотами собственных 
колебаний контура и частотными характеристиками, а также для 
наглядности рассмотреть соотношения на плоскости комплексной 
частоты. Положив в (5.47) jo, = $„, получим 

1 Sx Е У, ($) = Sa =. s . (5.56) 
Q [ss 4-8, 4 + у © Ba бы Ga — Sa) 

Запишем нормированные значения полюсов (5.56) для высоко- 
добротных контуров: 

fi, 1. 
Sea=— pt да! ==]. (5.57) 
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Они представлены на плоскости (s,) вместе с нулем Si, = 0 
(рис. 5.12, а); там же указаны векторы, изображающие множители 
(5.56) при sy, = [ю». 

При высокой добротности интересуют небольшие расстройки, 
когда допустимо принимать Sy — Syo = f2@,. Положив в (5.56) 

Sy ==]; Sy — $1 = me, 

получим, что модуль проводимости определяется только длиной век- 
тора M,, а аргумент — углом 0, (рис. 5.12, 6): 

| 
У. (10) ae. (5.58) 

При ®„ = 1 (нулевая расстройка) m, = Ттш = 1/20, и Mo- 
дуль у, = [ имеет максимальное значение. С увеличением расстройки 

длина 11. растет, модуль у» уменьшается; растет также угол 6.. 

При расстройках 6o, = + 1/20 0, = = 45°, m, = V 2m ти, по- 
этому Yy = 1/V 2, и мы получаем граничные частоты, между KOTO- 

рыми лежит полоса пропускания. 

Из рассмотрения картины на плоскости комплексной частоты 

можно сделать вывод о TOM, что расположение полюса вблизи мнимой 

оси приводит к резонансному «выбросу» частотной характеристики.



ГЛАВА ШЕСТАЯ 

МЕТОДЫ АНАЛИЗА СЛОЖНЫХ ЦЕПЕЙ 

$ 6.1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ 

В предыдущих двух главах был описан анализ установившегося 
или вынужденного режима в цепях простой конфигурации с неболь- 
шим числом неизвестных переменных при действии одного источ- 
ника синусоидального или экспоненциального сигнала. 

В этой главе рассмотрим методы анализа линейных цепей общего 
вида — произвольной конфигурации применительно к вынужден- 
ному режиму цепи при действии сигналов в виде обобщенных экспо- 
нент с одинаковыми комплексными частотами. В частном случае 
$ = |® получим установившийся синусоидальный режим. Для крат- 
кости в часто употребляемых словах: комплекс напряжения и тока, 
комплексные сопротивление и проводимость иногда будем опускать 
прилагательное «комплексное» и говорить условно просто ток, напря- 
жение, сопротивление и проводимость. 

Сначала рассмотрим общие методы анализа — контурных токов и 
узловых напряжений, которые применимы для определения всех реак- 
ций в цепях произвольной конфигурации, но требуют решения системы 
линейных уравнений. Если не требуется определять реакцию во всех 
ветвях или если приходится иметь дело с цепями простой конфигура- 
ции, то в этих случаях выгоднее применять другие, менее общие ме- 
тоды, являющиеся следствиями общих методов. Из этих методов изла- 
гаются метод эквивалентных преобразований, метод эквивалентного 
источника и метод компенсации. Далее приводится расчет индуктивно 
связанных цепей. 

В дополнение к указанным классическим методам анализа линей- 
ных цепей, составленных из двухполюсных элементов, в конце главы 
кратко рассмотрены топологический метод и метод направленных гра- 
фов прохождения сигналов. Эти методы позволяют существенно сокра- 
тить вычислительную работу по расчету цепей, особенно в тех наи- 
более часто встречающихся случаях, когда требуется определять 
реакцию в одной из ветвей при действии в цепи одного источника 
сигнала. 

Знакомство с этими методами, получившими в последние годы 
широкое распространение, является весьма полезным.



$ 6.2. МЕТОД КОНТУРНЫХ TOKOB 

В методе контурных токов за неизвестные переменные прини- 
маются Инк == И, — И, + | контурных токов, замыкающихся по неза- 
висимым контурам, которые образуются при соединении ветвей связи 
(см. $ 1.8) и полностью определяют поведение цепи. Так как контур- 
ные токи являются замкнутыми, то закон равновесия токов в узлах 
будет выполняться автоматически: входящий в узел контурный ток 

одновременно покидает его. Поэтому система Инк 
линейно независимых уравнений’ составляется 
по второму закону Кирхгофа при обходе всех 
выбранных независимых контуров. Токи вет- 
вей определяются однозначно наложением кон- 
турных токов, протекающих по этим ветвям. 

Обратимся к рис. 6.1, а, где показан уча- 
сток плоской цепи с выделенной ячейкой, кото- 
рая принимается за контур с контурным током 
/,. Последовательно с каждой ветвью соединен 
источник напряжения. Если положительные на- 
правления всех контурных токов принять оди- 

¢ наковыми — по часовой стрелке, то через каж- 
25 дую ветвь контура будет протекать разность 

] 1) 3s Двух контурных токов. 

] Составим уравнение равновесия напряжений 

/ в контуре: 

4 2) $ Zh, 42, (1—5) Zs (Ly; —15) +. + 

‘0 ° ©) + Z,(h—li)= (44 +Z,.+./.+2Z,) В— 

? Р.О + U2 +... +0, =U yi. 

5) Злесь Uy, — сумма напряжений всех источни- 
Puc. 6.1 Kos напряжения, входящих в KOH- 

Введем понятия собственного сопротивления контура, равного 
сумме сопротивлений всех ветвей, образующих контур: 

Ра. -...Н 2», (6.1) 

и взаимного сопротивления контуров, равного сопротивлению ветви, 
общей для двух контуров, со знаком «минус» (при встречном направле- 
нии контурных токов): 

7.12 = Za = — Zo; Lik = ZL pj == — Zh. (6.2) 

Теперь уравнение первого контура и по аналогии уравнения 
остальных контуров можно записать через введенные параметры 
сопротивлений : , , , 

Ра 11 + РГ +... Е Zinln =U 1; 

Zeal, + ий т. в ый — = Uae (6 3) 

Zyl, 4 1, +. 4 | = Wan 
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Коэффициенты — параметры уравнений контурных токов Ил = 
= Zp; — являются взаимными и собственными (при Г = К) сопротив- 
лениями `коптуров. 

Вся информация о данных цепи в системе (6.3) содержится в пара- 
метрах Z;,. Двойной индекс определяет положение параметра в урав- 
нении: гозначаег строку, ak -- столбец. Выпишем эти параметры в виде 
квадратной таблицы — матрицы сопротивлений контурных токов: 

711012... Lin 

УВЫ | (6.4) 
Илл ++» LZnn 

По главной диагонали расположены собственные сопротивления 
всех контуров; остальные элементы являются взаимными сопротив- 
лениями контуров, причем в силу Zip = (м матрица является сим- 
метричной. Отмеченные свойства позволяют систематизировать соста- 
вление матриц || Z || и, следовательно, уравиений контурных токов. 

В качестве примера составим матрицу для трехконтурной мостовой 
схемы (рис. 6.1, 6), питаемой от источника напряжения. Значения 
комплексных сопротивлений указаны па схеме. 

Приняв за независимые контуры внутренние ячейки, отмеченные 
на схеме, получим собственные сопротивления: 21, = 3$ + 2; Loo = 
= 0s + 2; Z5, = 2$ + 3. Расположив эти сопротивления по главной 
диагонали, впишем в оставшиеся места взятые из схемы взаимные 
сопротивления соответственно их индексам со знаком «минус» и полу- 
чим матрицу: 

3s + 2; —(2s+ 1); —s 

17 [= — (25-1;  5s4+2 —1 |. 
— 5; —1; 2513 

Выполнение условия симметрии служит частичной проверкой 
правильности результата. Чтобы перейти к системе уравнений, до- 
статочно умножить столбцы на соответствующие контурные токи и 
в правой части написать суммы напряжений источников, входящих 
в контуры: , , 

(3s +2) 1 — (28-21) —sl,=U,; 

— (25-0 А - (55-2) 5 —№=0; 
—sl,— [5+ (5-3) [3=0. 

Если в цепи имеются источники тока с параллельно соедипенными 
ветвями, то предварительно их следует преобразовать в эквивалент- 
ные источники напряжения (см. § 6.6). 
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$ 6.3. ВХОДНЫЕ ПРОВОДИМОСТИ И ПРОВОДИМОСТИ ПЕРЕДАЧИ. 

МЕТОД НАЛОЖЕНИЯ И ТЕОРЕМА ВЗАИМНОСТИ 

После составления системы уравнений контурных токов необхо- 
димо решить ее относительно интересующего тока. При численном 
задании параметров наиболее простым и эффективным способом ре- 
шения является обычный метод последовательного исключения пере- 
менных. При большом числе уравнений может потребоваться при- 
менение вычислительной машины. Если уравнения заданы в общем виде 
с буквенными коэффициентами, то решение системы удобно предста- 
влять через определители. При этом удается выявить ряд важных 
общих свойств решения. 

Определитель системы (6.3) или матрицы (6.4) 

211012 ee Lin 

D'= fates ... Lon (6 5) 

Ln Zan . Lan 

По правилу Крамера решение для R-ro контурного тока представ- 
ляется через определитель О,, получающнийся из определителя ШО’ 
при замене в нем А-го столбца правой частью системы. Разлагая этот 
определитель по элементам К-го omen. получим 

‚ Dy Aig 
Ге — dD’ — D’ Uy, 42 * Use -.. oH и ов == 

= уе + Yor on +. Ульи. (6.6) 

Алгебраическое дополнение элемента 
Ав = (— 1); (6.7) 

где О; — минор элемента (и, который представляет определитель 
(п — [)-го порядка, получающийся при зачеркивании в определителе 
О’ 1-Й строки и k-ro столбца. 

Коэффициенты при напряжениях в выражении (6.6), имеющие 
размерность проводимости 

Аз Yin= Fr (6.8) 

называют проводимостями передачи (i == А) и входными проводимо- 
стями (i = К) короткого замыкания. Для уяснения их смысла, а также 
смысла выражений (6.6) обратимся, к рис. 6.2, а, где произвольная 
цепь, детальная структура которой нас не интересует, изображена 
в виде прямоугольника («черного ящика»). Все контуры с источни- 
ками напряжения или без них, токи в которых мы определяем, выве- 
дены наружу. 

Если замкнуть накоротко выводы всех источников напряжения 
(после их удаления), кроме одного, входящего в 1-й контур, TO полу- 
чим цепь с одним источником напряжения (рис. 6.2, 6), для которой 
понятие проводимости передачи вводилось (см. $ 4.9). Соответственно 
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приравниваем нулю все напряжения в выражении (6.6), кроме напря- 
жения U;. В результаге проводимость передачи 

Гы т) ( 

представляет отношение комплекса тока в Е-м контуре к комплексу 
напряжения, действующего в i-H ветви при отсутствии источников 
в других контурах. При k = i входная проводимость 

i; 
Ут, (6.10) 

представляет отношение комплексов тока и напряжения в одном и 
том же контуре при отсутствии источников в других контурах. 

р Lim 
+ — | _— 

Ui, | 
lj — = +2 

. + | 

+ | 4 

1 Г] 
4) 

Ш Lim+ni 

i= or (+2) 0 5) 

Lint — Int 

0) 

Рис. 6.2 Рис. 6.3 

На основании приведенных соображений видим, что слагаемое 
тока у; 0; в выражении (6.6) представляет ток в Е-м контуре от дейст- 
вия напряжения в {1-м контуре, вычисленный при отсутствии других 
источников. Аналогично можно рассматривать остальные слагаемые. 
Суммирование или наложение указанных токов согласно выраже- 
нию (6.6) дает искомый ток при одновременном действии всех источ- 
НИКОВ. 

Таким образом, из выражения (6.6) следует, что анализ линейных 
цепей можно производить с помощью метода наложения: при действии 
нескольких источников реакцию цепи можно получить суммирова- 
нием реакций, получающихся от действия каждого источника в от- 
дельности. 
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Для иллюстрации расчета по методу наложения найдем ток в Т-об- 
разной цепи из А-элементов (рис. 6.3, а), питаемой от двух источников 
напряжения: Ug = 4 ви Uy, = 8 в. Распределения токов и напряже- 
ний при раздельном действии источников, которые легко найти мето- 
дом пропорциональных величин (см. $ 4.9), показаны на рис. 6.3, би в. 
Суммируя эти составляющие, получаем токи H оапряжения: [а = 
2—2 = 0; f,=3—1=20a; == 23а; U,z=24+2= 
= 4 6. 

Установим теперь теорему (принцип) взаимности или обратимости, 
который соблюдается в линейных пассивных цепях. Рассмотрим два 
контура [и Rk. При наличии в цепи только одного источника напряже- 
ния, Действующего в контуре 1, ток в К-м контуре согласно выра- 
жению (6.6) 

. . А, . 

= уОо= Fr Об. (6.11) 

Если тот же источник перенесен в контур К, то ток в i-M контуре 

. Abi = уно = Fr Оо. (6.12) 

В силу симметрии определителя (6.5) миноры элементов Дь и Zp; 
равны Dip = Ды, поэтому равны и алгебраические дополнения: 

А ik = (— 1)’ Diz — Ан — (~~ ] ee Digg. 

Следовательно, проводимости передачи короткого замыкания OT 
контура ^ к контуру Ги от контура Е к контуру К равны: 

Yin =Yni (6.13) 
В этом и состоит суть теоремы взаимности или обратимости. При 

принятом одинаковом напряжении источников в соотношениях (6.11) 
и (6.12) равны и токи: /, = /;. Поэтому теорему взаимности можно 
сформулировать так: если источник напряжения, действующий в од- 
ном контуре, вызывает некоторый ток во втором контуре, то тот же 
источник будучи перенесен во второй контур вызовет в первом контуре 
ток той же величины. 

$ 6.4. МЕТОД УЗЛОВЫХ НАПРЯЖЕНИЙ 

В методе узловых напряжений за неизвестные переменные будем 
принимать узловые напряжения, т.е. напряжения Nyy = Ny — | 
независимых узлов по отношению к одному произвольно выбранному 
базисному узлу, которые полностью определяют поведение цепи (см. 
$ 1.5). При этом напряжениям независимых узлов приписывается по- 
ложительная полярность по отношению к нулевому напряжению 
базисного узла. 

Необходимая для определения узловых напряжений система ли- 
нейно независимых уравнений составляется по первому закону Кирх- 
гофа применительно к выбранным fly — | независимым узлам цепи.. 
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Если известны узловые напряжения, то напряжение любой ветви опре- 
деляется как разность напряжений двух прилегающих узлов. Это 
означает, что второй закон Кирхгофа будет удовлетворяться автома- 
тически для любого контура. 

У, 

Рис. 6.4 

На рис. 6.4, а изображен участок цепи с выделенным узлом, на- 
пряжение которого по отношению к базисному узлу принято за узло- 
вое напряжение U,. Параллельно кажлой ветви присоединен источник 
тока. 

Составим уравнение равновесия токов в узле: 

У. У, (01—05) + Уз (0—0) +... У, (1—9) = 
—= (У.Е Yot...+Y,) U,—Y./,—...—-Y ОНА... =. 

Здесь /y, — сумма токов всех источников тока, присоединенных 
к данному узлу. 

Введем понятия собственной проводимости узла, равной сумме 
проводимостей всех ветвей, сходящихся в узле: 

Уи = АУ, -.. wb У», (6.14) 

и взаимной проводимости, равной проводимости ветви, соединяю- 
щей два узла и взятой со знаком «минус». 

У = У = — У; Уи=Ун== — Y,. (6. 15) 

Запишем уравнение первого узла и по аналогии уравнения осталь- 
ных узлов через введенные параметры проводимостей: 

УИ: - У -.. - НУ Ив = Га: 

Vass +¥ a+. AV an = les 6.16) 

Vanly +¥ nal +. Уд, 1», 

Коэффициенты — параметры уравнений узловых напряжений 
У, = Ув — являются взаимными и собственными (при # = А) про- 
водимостями узлов. 
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Матрица системы (6.16), называемая матрицей проводимостей 
узловых напряжений 

Yu У 10 see Yan 

Yor Yoo... Yon 
[IY |= (6.17) 

Yn У no ... У пп 

получается симметричной: по главной диагонали расположены соб- 
ственные проводимости узлов; остальные элементы являются взаим- 
ными проводимостями. Указанный порядок расположения элементов 
в матрице (6.17) облегчает составление матрицы и уравнения узловых 
напряжений. 

Рассмотрим пример составления матрицы для перекрытой Т-об- 
разной схемы, питаемой от источников тока (рис. 6.4, 6). На схеме 
указаны значения проводимостей элементов и узлы 1, 2и 9, принятые 
за независимые. Собственные проводимости узлов, равные соответст- 
венно 4 $ + 9; 3$ + 0,5 и 6s + 6, расположим по главной диагонали; 
взаимные проводимости, взятые непосредственно из схемы, впишем 
с обратным знаком. В результате получим матрицу: 

48-Е Б 5 (3544) 
| ¥ |= —5 3$ - 0,5 — 25 

— (3$-- 4) —2s 6s +6 

Запишем соответствующую систему уравнений узловых напря- 
жений: , , 

(4s +9) Uy —sU, — (38 +- 4) Из= 01; 

— sU, + (3s - 0,5) U. — 95 (13 == 1 99; 

—(8s+4)U, —2sU,+(6s+6) U,=0. 

Если в цепи имеются источники напряжения с последовательными 

ветвями, ТО ОНИ ДОЛЖНЫ быть преобразованы В эквивалентные источ- 

ники тока (см. § 6.6). 

$ 6.5. ВХОДНЫЕ СОПРОТИВЛЕНИЯ И СОПРОТИВЛЕНИЯ ПЕРЕДАЧИ. 

ДУАЛЬНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ 

Решение системы уравнений узловых напряжений (6.16) будет, 
очевидно, аналогичным изложенному в § 6.3 решению системы урав- 
нений контурных токов (6.3). 

Определитель системы (6.16) или матрицы (6.17) 

Yur Ул... Van 

Da | Им Уз ees Pan | (6.18) 
7 

Ут } nace Yan 
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Решение уравнения для R-TO узлового напряжения можно запи- 

сать в виде 

Dy . А А Un =F — + Га = 2k ] 
log +.. + Ant = в, = — Zin! o4 + Zor! o2 ee Е Znnl On) 

(6.19) 

где D, — определитель, полученный из определителя D заменой 
k-ro столбца правой частью системы (6.16). 

Коэффициенты при токах 2; называются в случае i = К сопро- 
тивлениями передачи холостого хода (разрыва), а в случае [ = К — 
входными сопротивлениями разрыва. Если в (6.19) приравнять нулю 
все токи, т. е. разорвать источники тока, кроме одного (в узле 1), TO 
получим 

— Aig — Opi 9 Lik D i, . (6. 0) 

Сопротивление передачи представляет отношение комплексов на- 
пряжения в К-м узле и тока в {-м узле при отсутствии источников 
в других узлах. 

При i = k входное сопротивление 

Ан _ Оз qu (6.21) 

представляет отношение комплексов напряжения и тока в одном и 
том же узле при отсутствии источников в других узлах. 

Каждое слагаемое в выражении (6.19) можно рассматривать как 
составляющую напряжения в k-M узле от действия источника тока 
в одном из узлов, вычисленную в предположении отсутствия других 
источников. Наложение таких составляющих согласно (6.19) дает 
искомое напряжение узла при одновременном действии всех источ- 
ников цепи. Отсюда следует возможность расчета линейных цепей по 
методу наложения. 

В силу симметрии определителя системы (6.16) сопротивления 
передачи цепи с входа к выходу и с выхода к входу равны: 

gi, Ait Ам Ща, (6.22) 

Это является содержанием теоремы взаимности или обратимости 
для пассивных цепей, питаемых от источников тока. 

Следует обратить внимание на аналогию в изложении этого пара- 
графа и $5.2 и 5.3. 

Как легко убедиться, аналогия состоит в том, что соответствующие 
выражения являются дуальными. 

Теперь можно дать определение многократно применявшегося 
понятия дуальных цепей в общем виде. Две цепи дуальвы, если урав- 
нения контурных токов одной цепи идентичны уравнениям узловых 
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напряжений другой цепи при дуальной замене токов напряжениями 
и сопротивлений проводимостями. | 

Каждому уравпению контурных токов должно соответствовать 
дуальное уравнение узловых напряжений и, следовательно, каждой 
внутренней ячейке графа плоской цепи — одии независимый узел. 
Это положение используется в способе нахождения дуальной цепи. 
Рассмотрим цепь, изображенную на рис. 6.5, а. В каждой внутренней 
ячейке графа (рис. 6.5, 6) наносим кружочек — независимый узел и 
один кружочек — базисный узел снаружи периметра графа. Далее 

/1 | „|. " 

A = 
ra 

т | ф i 
b---—-9- ——-6-—-4 t 4 it 

i $ 
6) 2) 

Рис. 6.5 

через каждую ветвь проводим линию (пунктиром), соединяющую два 
узла, расположенные в смежных ячейках. Эти линии принимаем за 
ветви дуального графа, который изображен на рис. 6.5, в. Если теперь 
заменить каждую линию этого графа ветвью цепи, дуальной соответ- 
ствующей ветви исходной цепи, то получим искомую дуальную цепь 
(рис. 6.5, г). | 

Полярности источника напряжения и положительные направле- 
ния источников тока в дуальной схеме устанавливаются из условия 
получения одинаковых знаков слагаемых правых частей в уравнениях 
контурных токов и узловых напряжений дуальных цепей. 

Понятие дуальной цепи является взаимным: если построить цепь, 
дуальную полученной, то придем к исходной цепи. Число ветвей, 
а также элементов в дуальных цепях одинаково, а число ветвей связи 
графа одной цепи равно числу ветвей дерева графа другой цепи. 
Следует отметить, что дуальные цепи существуют только для плоских 
цепей. 
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$ 6.6. МЕТОД ЭКВИВАЛЕНТНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ СХЕМ 

Метод эквивалентных преобразований схем состоит в последова- 
тельном преобразовании геометрии отдельпых участков цепи до по- 
лучепия простейшей конфигурацни и ие требует решения системы 
уравиений. При этом под эквивалентностыо преобразования пони- 
мается неизмепность папряжений и токов всех выводов, через которые 
преобразованная часть присоединяется к остальной части цепи, 

Применяются три вида преобразований: |) преобразование источ- 
ников напряжения и тока; 2) объединение в одну ветвь последовательно 
или параллельно соединенных ветвей; 3) преобразование звезды вет- 
вей в треугольник и обратно. 

Преобразование. источника напряжения в источник тока 
и обратно 

Для источника напряжения с напряжением (/ и последовательно 
включенным внутренним сопротивлением 2, (рис. 6.6, а) напряжение 

Lp Io 

+ | 
Uy й +. 

| Upp. 

a) 7 

I 
— 

| 
iD у U 
0 0 Ут | ( 

0) 

Рис. 6.6 Рис. 6.7 

и ток внешних выводов соответственно равны: 

И Uy OU 
U=UWj—-2); I=p-z. (6.23) 

Для источника тока с током [о и параллельно включенной 
внутренней проводимостью У’, (рис. 6.6, 6) имеем 

. | j 
l=/],—YU; U=3-<. (6.24) 

Из сравнения выражений (6.23) и (6.24) получаем очень простые 
условия эквивалентности источников: 

Lp=U Хо-== 1/05. (6.25) 
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Для получения эквивалентного источника тока параллельно ему 
присоединяется ветвь с сопротивлением 2, заданного источника на- 
пряжения, а для получения эквивалентного источника напряжения 
последовательно с ним соединяется ветвь с проводимостью Y, нсход- 
ного источника тока. Напряжение и ток эквивалентных источников 
связаны выражением (6.25), имеющим вид закона Ома. 

В качестве примера применения преобразования источников рас- 
смотрим анализ Т-образной цепи (рис. 6.7, а). Преобразовав оба источ- 
ника напряжения в источники тока, получим схему, показанную на 
рис. 6.7, 6, где токи источников равны YgUog и YyU op. 

Объединяя оба источника в один с током 

= У О + У U os 

и три параллельные ветви в одну с проводимостью 

У=У НУ, -НУ., 

по закону Ома получаем напряжение на ветви 9, не подвергшейся 
преобразованию , 

U7 fo _ Ча ¥ Yoo 

° у Yat Ув У. 

Для определения напряжений или токов преобразованных ветвей 
необходимо вернуться к исходной схеме, из которой сразу получаем 
напряжения ветвей Ги 2: 

(«= Оов— О Uy=Uoy—Uc. 

Приведенное решение задачи можно рассматривать Kak применение 
метода узловых напряжений. 

Преобразование звезды в треугольник и треугольника 
в звезду 

Пусть задан участок цепи из трех ветвей с проводимостями Y,; 
Yo; Уз, сходящихся в узле 0 и образующих три луча звезды (рис. 6.8, а). 
Остальная часть цепи, присоединенная к выводам ветвей, не показана 
на схеме. 

Требуется преобразовать эту схему в эквивалентную ей схему из 
трех ветвей с проводимостями У12; У1з; Уз, образующих контур в виде 
треугольника (рис. 6.8, 6). Преобразование означает удаление из 
схемы узла и соответствует исключению узлового напряжения из 
системы уравнений узловых напряжений. 

Из уравнения равновесия токов в узле 

(УГУ, Уз О, —Y Ui—YU.—Y3U3=0 (6.26) 

получаем напряжение нулевого узла 

„ __ У У»0о- Уз0з 
= ууу. * (6.27) 
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С учетом этого выражения ток в первой ветви звезды 

у т. ° ° Vi + YVUetY33 
1=¥1(0i~ 0) =¥1 (11 —4 U2 — 

1 1 ( 1 о) 1 1 У Yo+ Уз 

у . . 
— У aan У. (YoU yo a7 Y 3U 43). 

Приравнивая этот ток по условию эквивалентности току в вы- 

воде / треугольника, имеем 
. . . у, . . 

Ly=YV О1 + Уз в= У Ve у, (УИ 12 + Y 3U 43). 

Полученное равенство должно выполняться при любом значении 
напряжений; в частности, полагая сначала И;з —> 0, затем Ил» — 0, 

2 

J 

] 
с — 

4 

5 6} 

2 

J 

/ 

4 

5 2) 

Рис. 6.8 

получаем выражения проводимостей эквивалентного треугольника: 

yo Ys 
ТУ, У» - У», 

Уз. 
Ув ууу | (6.28) 
У... — У Уз 

3 ПУ -НУ,- Уз") 

Последнее выражение записано по аналогии. Проводимость ветви 
треугольника равна произведению проводимостей смежных лучей 
звезды, деленному на сумму проводимостей. 

Формулы (6.28) можно обобщить на случай преобразования п-лу 
чевой звезды, граф которой показан на рис. 6.8, в, в так называемый 
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полный л-угольпик, изображепный на рис. 6.8, г и имеющий число 
ветвей nN, = 0,0 n(n — 1) = п: 

Yaa. (6.29) 

Переходя к обратной задаче преобразования треугольника сопро- 
тивлений (15, (13, (оз В эквивалентную звезду сопротивлений Z,, 
Zo, 03, следует заметить, что эти структуры являются дуальными. 
Соответственно дуальными будут и все соотношения. Например, 
уравнение равновесия напряжений в треугольпике с контурным то- 
KOM /: , | , 

(ло Zy3 + 253) Го — 21211 — Zig! is — Zo3! 92 =0 (6.30) 

является дуальным уравнению (6.26). Поэтому для искомых сопро- 
тивлений эквивалентной звезды получим на дуальной основе из (6.28) 

следующую систему: 
/QM /om @ 5 77 , 

7 — . 12 “13 . 

1 Lye + Zi3 + Zag ? 

212.23 
ба. р (6.31 

/2ом ° Lia+ Ly3-1 Zoe ’ ( ) 

7. — 213293 

бе Zig 23°) 

Эти выражения можно полу- 
, чить также путем решения CH- 

1 2756 05 в ПП стемы (6.28) относительно Y;. 
Сопротивление ветви звезды 

равно произведению сопротив- 
лений смежных ветвей треуголь- 
ника, деленному на сумму со- 
противлений. — Преобразование` 

a) треугольника в звезду означает 
Рис. 6.9 удаление из цепи контура, что 

соответствует исключению кон- 
турного тока из системы уравнений контурных токов. 

Поскольку п-угольник при n > 3 (рис. 6.8, г) не является плоской 
структурой (имеет пересечения) и не имеет дуального графа, то его 
преобразование в п-лучевую звезду невозможно. Это положение сле- 
дует также из того, что при решении системы (6.29) относительно У; 
число M неизвестных У; меньше числа уравнений (условий). 

В заключение отметим, что рассмотренные конфигурации цепи 
в виде звезды и треугольника являются соответственно Т-образной и 
П-образной структурами. Выражения (6.28) и (6.31) поэтому пред- 
ставляют условия эквивалентности этих структур. 

Пример. Требуется найти проводимость передачи, т. е. отно- 
шение комплексов выходного тока /, и входного напряжения U, 
в цепи из А-элементов, изображенной на рис. 6.9, a, где указаны 
значения сопротивлений в омах. Решим задачу без составления и 
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решения уравнений с помощью преобразования звезды в треугольник 
или треугольника в звезду; при этом ветви, реакциями в которых мы 
интересуемся, не должны подвергаться преобразованию. Можно пре- 
образовать треугольник абс или звезду абас. Приняв последиее, для 
проводимостей ветвей эквивалентного треугольника (показаны пунк- 
тиром) имеем | 

3-1 | 2.1 | 
Ус = 

3.9 

Го Раб =; Vea =. 31941 

После указанного преобразования цепь приобрела лестничную 
(цепочечную) структуру, которую легко рассчитать методом пропор- 
циональных величин. Значения относительных токов в ветвях указаны 
на схеме (рис. 6.9, 6). Искомая проводимость передачи — 

У =“ = = 0,222 сим. 
Uy 4,5 

§ 6.7. МЕТОД ЭКВИВАЛЕНТНОГО ИСТОЧНИКА 

Метод эквивалентного источника напряжения или тока приме- 
няется в том случае, когда требуется определять ток или напряже- 
ние в одной ветви сложной цепи. Суть метода состоит в замене действия 
всех источников цепи по отношению к рассматриваемой ветви дейст- 
вием только одного эквивалентного источника напряжения или тока. 

+4 

(< © 
+. 2 iY + / 

о Lh © 
a) о 8) 

A é 
Г. — 

+ IU 
OQ 

6) 2) 
Рис. 6.10 

Рассмотрим сначала получение эквивалентного источника напря- 
жения. Пусть задана цепь, представленная на рис. 6.10, а в виде 
прямоугольника, с выведенными наружу источниками напряжения 
и тока и интересующей нас ветвью с сопротивлением Z. Режим в цепи 
не будет нарушен, если последовательно с сопротивлением Z вклю- 
чить два одинаковых идеальных источника напряжения HM, и Ho, 
имеющих встречные полярности (рис. 6.10, 6). Напряжение источника 
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примем равным напряжению Uy, которое появится между зажимами 
разрыва в режиме холостого хода, если разомкнуть ветвь с искомым 
током. 

По методу наложения будем считать искомый ток состоящим из 

двух составляющих: . . . 

=f, + А. (6.32) 

За ток /, примем ток в ветви Z, вызываемый действием всех источ- 
ников цепи и источника И! с напряжением Uy (рис. 6.10, в). Очевидно, 
этот режим представляет режим разрыва (холостого хода), так что 
TOK i, — 0. 

Ток /,, вызываемый действием одного оставшегося источника 
напряжения И. также с напряжением Uy, при отсутствии всех осталь- 
ных источников (разрыве источников тока и коротком замыкании 
источников напряжения} представляет искомый ток (рис. 6.10, в), 
который можно записать в виде 

0 
У. (6.33) 

Здесь 2, — сопротивление цепи со стороны рассматриваемой ветви 
при отсутствии источников, играющее роль внутреннего 
сопротивления эквивалентного источника напряжения. 

Таким образом, ток в какой-либо ветви сложной цепи согласно (6.33) 
можно определять в предположении действия одного эквивалентного 
источника с внутренним сопротивлением Z, (рис. 6.10,.г). 

Эквивалентный источник тока можно получить аналогичным 
рассуждением на дуальной основе. Для этого необходимо взять два 
одинаковых встречно включенных источника тока, соединенных парал- 
лельно ветви с проводимостью У; ток этих источников принимается 
равным току /, при коротком замыкании ветви У. Полагая по методу 
наложения искомое напряжение ветви состоящим из двух составляю- 
щих: U = U, + Us, приходим к выводу, что первая составляющая, 
соответствующая действию всех источников цепи и источника И\, 
равна нулю, поскольку мы получаем режим короткого замыкания. 
Поэтому искомое напряжение ветви с проводимостью У вызывается 
действием одного оставшегося источника тока И. с током /, при отсут- 
ствии всех остальных источников (разрыве источников тока и корот- 
ком замыкании источников напряжения): 

. . ] 
, И=И:=у-у, (6.34) 

где У, — проводимость цепи со стороны рассматриваемой ветви при 
отсутствии источников, играющая роль внутренней про- 
водимости эквивалентного источника тока. 

Существенный выигрыш получается при определении реакций 
в ветвях, разрыв или короткое замыкание которых упрощает струк- 
туру цепи и вычисление сопротивления 2, или проводимости Ух цепи, 
а также напряжения разрыва или тока короткого замыкания. 
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В качестве примера найдем ток в ветви аб цепи (рис. 6.11, а), со- 
стоящей из активных сопротивлений; схема питается от источника 
напряжения (слева) и источника тока (справа). Данные сопротивлений 
и источников приведены Ha схеме. 

Рис. 6.11 

Используем метод эквивалентного источника напряжения. При 
разрыве ветви аб (рис. 6.11, 6) схема распадается Ha две простые 
части. Напряжение узла а 

. 2 
U а— 1-5 O j= 2. 

Напряжение узла 6 после преобразования источника тока в ис- 
точник напряжения 

1.4 =" _ ff = 4е- /60° U 

Напряжение в месте разрыва 

U y= U ь=Ов—Оь=2 —4е- 10° — [2 V 3. 

Сопротивление цепи по отношению к зажимам аб при коротко- 
замкнутом источнике напряжения и разомкнутом источнике тока 
(рис. 6.11, в) получим суммированием сопротивлений левой и правой 
частей схемы: 

Fr 1.9 2.4 

бо= Lat бы =т ра + од==2. 

Искомый комплекс тока согласно (6.33) 

‚ РУЗ _ УЗ 
ab — 24-2 =] о * 
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$ 6.8. МЕТОД КОМПЕНСАЦИИ 

Метод компенсации позволяет определять приращения токов 
(напряжений) в цепи, вызванные изменением сопротивления (прово- 
димости) в какой-либо ветви, без нахождения полных токов (напряже- 
ний). Этот метод широко применяется при оценках чувствительности 
характеристик цепи к изменениям значений элементов, под которой 
понимается отношение относительного изменения реакции цепи, 
например тока в k-f ветви, к относительному изменению параметра, 
например сопротивления первой ветви: 

Зо) All — 1. Al (6.35) 
! 401/21 [p AZ, 

Нижний и верхний индексы в обозначении чувствительности 
означают соответственно независимый варьируемый параметр и ре- 
акцию или функцию, получающую изменение. 

| Ф |. Lo 
a fs + 4 [2 + 

о | [О 
У» Ay А, 

a) В) 

+ >.
 eB

 
Ss
 [С с

 
° 

> th 
Puc. 6.12 

Если изменение параметра мало, то отношение конечных прира- 
щений можно заменить частной производной (поскольку можно рас- 
сматривать изменения сопротивлений ряда ветвей): 

ЗИ 2. 9. (6.36) 
. 1 № OZ, 

Для стабильности характеристик цепи при изменениях или откло- 
нениях значений элементов от номинальных или расчетных данных 
желательно иметь минимальную чувствительность. 

Пусть задана линейная цепь, изображенная на рис. 6.12, а в виде 
прямоугольника с выведенными наружу источниками и несколькими 
ветвями с токами /,. Если в ветви / сопротивление 0, изменилось на 
AZ,, то токи изменятся на Д/, и станут равными /, + Al, (рис. 6.12, 6). 
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Падение напряжения на сопротивлении AZ, от изменившегося тока 
ветви /, + A/, представим в виде источника напряжения, напряже- 
ние которого зависит от тока: 

AU = AZ, (1, 4- Al) =AZ,1, 4+ AZ, Al, =AU, + AZ, АЛ, (6.37) 

где AU, = AZ,/, — падение напряжения на сопротивлении AZ, от 
предшествующего тока. 

Получившаяся схема (рис. 6.12, в) имеет те же параметры, что и 
исходная схема, лишь добавлен новый источник с напряжением AU, 
и токи получили значения Ty + 
+. Aly. Поскольку токи /, соот- 
ветствуют исходной схеме, приме- 
няя метод наложения, приходим 
к выводу, что приращения токов 
А/, создаются в результате дей- 
ствия одного источника напряже- 
ния AU при отсутствии всех осталь- 
HbIX источников. 

Разобьем напряжение источ- 
ника AU на две части согласно 
(6.37): напряжение источника 
AU, = AZ,/, и падение напряже- 
ния на сопротивлении AZ, от при- 
ращения тока в ветви A/,, которое, 
очевидно, можно учесть в виде _ ва 
двухполюсника с сопротивлением я jw 
AZ. В результате получим расчет- 2 + 
ную схему, показанную на рис. 
6.12, г. 

Следовательно, приращения то- 8) 
ков в цепи вследствие изменения 
сопротивления ветви 1 можно опре- Рис. 6.13 
делять включением в эту ветвь 
последовательно с новым значением сопротивления 2, -- AZ, компен- 
сирующего источника напряжения с напряжением AZ wi, где /, — 
TOK .B ветви до изменения ее сопротивления. 

Пример. Найдем приращение тока в ветви 3 схемы, предста- 
вленной на рис. 6.13, а, при увеличении ее сопротивления на велн- 
чину AZ, = 0,5 ом, если начальный ток ветви /, = 2a. По методу ком- 
пенсации составляем схему для приращений — без внешних источ- 
ников, добавляя в ветвь 9 сопротивление AZ, = = 0,5 ом и источник 
напряжения с напряжением AU, = AZ,/, = 0,5. 2=|ви поляр- 
ностью, соответствующей току /. (рис. 6.13, 6). После параллельного 
соединения двух активных сопротивлений получаем схему рис. 6.13, в, 
из которой вытекает, что комплексное сопротивление цепи относи- 
тельно ветви в 

34-202 jo 
L£=2+ 7775 Cy jo 1 19?’ 
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Приращение тока в ветви 3 

‚ AU, (1-62) е/ Ар = | 
7 У (3-- 262) в? 

—@ 
где a= атс зо. 

Чувствительность модуля тока [з цепи к изменению сопротив- 
ления ветви 9 на величину AZ=0,5 ом согласно (6.35) 

$0) —_ 185. 1 ©? 
4 9 БУВ 

зависит от частоты приложенного сигнала: она минимальна и равна 0,5 
при @ = 0 и монотонно растет до 0,75 при @ — со. Аналогично можно 
определить приращение токов в других ветвях. 

Следует обратить внимание на то, что достаточно знать ток пред- 
шествующего режима только в той ветви, в которой изменяется сопро- 
тивление; токи и напряжения в остальной части цепи, включая источ- 
ники, не требуются для определения приращений переменных. 

§ 6.9. РАСЧЕТ ИНДУКТИВНО СВЯЗАННЫХ ЦЕПЕЙ 

Рассмотрим цепи, которые содержат ряд катушек индуктивности, 
связанных между собой магннтными потоками взаимной индукции. 
При протекании переменного тока по одной из катушек будут наво- 
диться напряжения не только в собственной катушке (напряжение 
самоиндукции), но и во всех других магиитно связанных контурах 
(напряжения взаимоиндукции). 

Пусть даны две индуктивно связанные катушки с индуктивно- 
стями L, и [5 и токами 1, и iz, изображенные на рис. 6.14, а и символи- 
чески — на рис. 6.14, 6. 

Если ток протекает по одной из катушек, например первой (1. = 0), 
то ее поток M,, можно считать состоящим из потока рассеяния (Dg, 
сцепленного только с одной (первой) катушкой, и взаимного потока Ф.1, 
сцепленного с обеими катушками. 

При нарастании тока в первой катушке наведенное в ней напря- 
жение самоиндукции - 

и ии с, (6.38) 

где [11 = Г. — индуктивность первой катушки с числом витков М.. 
Полярность напряжения Uy, совпадает с положительным направле- 

нием тока — вывод 1, куда стрелка тока i; входит, имеет положитель- 
ную полярность. 

Напряжение взаимной индукции, наведенное во второй катушке 
при нарастании потока. Фо, 

ay 1 lo = N20" — a ЧИ (6.39) 
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Здесь Moy — взаимная индуктивность (коэффициент пропорциональ- 
ности между напряжением Uy, и скоростью изменения 
тока в первой катушке или между потокосцеплением вза- 
имной индукции и током). 

Полярность напряжения и, может совпадать или не совпадать 
с принятым положительным направлением тока f, в зависимости OT 
взаимного расположения и направления намотки катушек. Числен- 
ному значению M,, будем приписывать положительный знак при сов- 
падении и отрицательный знак при несовпадении полярности напря- 
жения Uy, и положительного направления тока fy. Для однозначного 
определения полярности наведенного напряжения без выяснения дан- 
ных о геометрии и намотке катушек однополярные выводы катушек 
принято отмечать звездочками. Если стрелки принятых положитель- 
ных направлений обоих токов ориентированы одинаково по отноше- 

aT Pe о + i rn =. 

| + 5 51 | _ if 
5 dk ЮФ 5 | / 2 В 2 

a} и 6) в 

Рис. 6.14 

нию к звездочкам, то полярность напряжения Uy, совпадает с напра- 
влением тока &, значение M,, положительно, и напряжение взаимо- 
индукции будет складываться с напряжением самоиндукции второй 
катушки. При неодинаковой ориентации значение M,, отрицательно, 
и напряжение Uy, будет вычитаться из напряжения самоиндукции 
второй катушки. 

Если имеются более двух индуктивно связанных катушек, то они 
рассматриваются попарно аналогичным образом независимо от нали- 
чия остальных катушек, которые предполагаются разомкнутыми. 

При одновременном протекании токов по всем катушкам необхо- 
димо применить наложение рассмотренных процессов и выражений 
напряжений вида (6.38) и (6.39) с соответствующими индексами. 
следовательно, при составлении уравнений индуктивно связанных 
цепей на основе метода контурных токов наряду с напряжением на 
индуктивности от собственного тока учитываются напряжения взаимо- 
индукции от токов всех связанных катушек, причем предварительно 
цолжны быть определены знаки взаимных индуктивностей для выбран- 
ных положительных направлений. токов. 

Для двух связанных катушек имеем: 

di di 
Uy = Uy buy =Ly ai +My. “i ) 

. 6.40) 

di di ( 
Us = Изд + Ung = Ma = - и Но т 
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Можно показать, что М1, = М =М. В случае вынужденного 
экспоненциального и установившегося синусоидальных режимов 

U,==sLil,+sM1,=joL,!,-+ joM/,: 

U,—sMI1,+sLol,—joMI, + jolals. (6.41) 

Здесь joM = jxm——KOMMVJIeKCHOe сопротивление взаимной индукции. 
Полагая [1 =0 или /,=0, получим 

U; — М» хм=®М =-- = — 
м Га =0 п 

7 (6.42) 
Г. =0° 

Сопротивление хи численно равно напряжению на выводах разомк- 
нутой катушки при токе | а в связанной катушке. 

M M 

х /х х х Ч x о х им * 

L, Ly 19 ly fh Cle 

a) 5) 6) 

Puc. 6.15 

Обратим систему (6.41), т.е. выразим токи через напряжения 
катушек: 

__ Г __ M U . 

_ 5 ([112— М?) 5 (111.2 — М?) > 

. — М . [+ . | — ) | 
I, Ll. m9 т $ (LyL,— M2) Us. 

р U; 

(6.43) 

Рассмотрим частные случаи включения двух связанных катушек. 
При коротком замыкании второй катушки (рис. 6.15, а) И, = Ou 

согласно (6.41) 

И} |. (6.44) 

Эквивалентная индуктивность цепи со стороны первой катушки 

а (6.45) 

Поскольку энергия, запасаемая в ней, не может быть отрицатель- 
ной, L >= 0; следовательно, коэффициент взаимной индуктивности не 
должен превышать среднегеометрического значения индуктивностей 
обеих катушек: 

|М |= АУ LL 0<=#=—1. 

Положительный коэффициент, характеризующий степень связи 
катушек: 

У Lilo т’ 
( ) 
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называется коэффициентом связи. Его величина определяется долей 
потока взаимной индукции от общего потока катушек. В случае при- 
менения ферромагнитных сердечников рассеяние мало: почти весь 
поток сцепляется с обеими катушками, и коэффициент связи прибли- 
жается к верхнему пределу № = |, соответствующему идеальной связн. 

Прн последовательном включении о связанных кату- 
шек (рис. 6.15, 6) токи равны (/, == /, = /), напряжения (6.41) сум- 
мируются: 

U=U,+U,=jo (L,+L,+2M) I=joLl. (6.47) 

Эквивалентная индуктивность двух последовательно соединенных 
катушек со взаимной индукцией 

ЭМ. (6.48) 
При М > 0 (согласное включение), когда потоки и соответствуто- 

щие им напряжения самоиндукции и взаимоиндукции складываются, 
индуктивность возрастает на величину 2M, a при М < 0 (встречное 
включение) из-за вычитания потоков 

и I r 
и напряжений самоиндукции и взан- „ = a =. 
моиндукции — уменьшается на ту же | L,-M [›-М Г 
величину. При k = 1, т. е. идеальной i, | м i 
связи, у J | г _ og 

=(VI,4VL,). (6.49) ae $ 2 

При параллельном включении ин- Рис. 6.16 

дуктивно связанных катушек (рис. 
6.15, в) напряжения равны (1, = U, = 0), токи (6.43) суммируются: 

plat le— 2M 
$ (LiL,— М3) ° 

Эквивалентная индуктивность двух параллельно включенных кату- 
шек со взаимной индукцией 

Lyle М ОМ. (6.50) 

Для системы из двух индуктивно связанных катушек можно найти 
эквивалентную цепь без индуктивной связи, например, в виде обыч- 
ной Т-образной схемы с тремя ветвями. Сравнивая параметры урав- 
нений контурных токов для этой схемы с параметрами уравнений (6.41), 
получим сопротивления ветвей эквивалентной схемы (рис. 6.16): 

21 = © (— М); Zo= {© (L,— М); Z3= /®М. (6.51) 

Если величина М лежит между значениями [1 и Ly, что согласно 
(6.46) будет иметь место при хорошей связн, то в одной из ветвей полу- 
чается отрицательная индуктивность, так что эквивалентная схема 
является чисто расчетной: она не может быть осуществлена физически. 

В качестве примера составим уравнения контурных токов для 
Т-образной схемы (рис. 6.17), содержащей три индуктивно связанные 
катушки, включенные последовательно в три ветви цепи. 
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В соответствии с ориентацией выбранных положительных напра- 
влений токов ветвей по отношению к однополярным выводам, попарно 
отмеченным значками, отличными для каждой пары катушек, опре- 
деляем знаки взаимных индуктивностей: 

Му» < 0; М:з > 0; Mo > 0. 

Составляем уравнения равновесия напряжений в контурах, запн- 
сывая их для удобства через токи ветвей, выраженные с помощью кон- 
турных токов: 

Е Иа Ua id faa lad + 

+s [Ls (Г — I5) + Mygly+ Mogl2] =U 01; 

251 ets [Ll e+ Мы + Mas (1 — 1,)1— 25 (1, — 1.) 

— $ [3 (I, —1,)+ Mysl РЕМ] = — Oop. 

Здесь выражения в квадратных скобках, умноженные Ha $, пред- 
ставляют напряжения на катушках. После преобразований полу- 
чаем: 

[24 + Z3+8 (АЕ Ез--2Мзз)] IF —{Z3-+s (L3+ Mi3— М1» — М.) ] = Оо 

— [Za (Ls Ма—Мь— Мы +2, 25+ 
+ 8 (L, + L3 — 2M) | Го — — Ung. 

Как видим, взаимные индуктивности входят во взаимные сопро- 
тивления контуров 21. = Zo; в собственные сопротивления они входят 

только в виде индуктивности 
(6.48) двух последовательно 
включенных катушек с индук- 
ТИВНОЙ CBSA3bI0. 

В заключение отметим, что 
указанная на рис. 6.17 марки- 
ровка полярностей концов каж- 
дой пары индуктивно связанных 
катушек при числе их больше 
двух-трех становится громозд- 
кой и неудобной. При расчетах 

достаточно вместо маркировки указывать для выбранных положи- 
тельных направлений токов алгебраические знаки всех коэффициен- 
тов взаимных индуктивностей.. Если известны величины и знаки 
коэффициентов M;z, то соответствующие напряжения взаимоиндук- 
ций в уравнениях индуктивно связанных цепей определяются одно- 
значно. у 

$ 6.10. ТОПОЛОГИЧЕСКИЙ МЕТОД АНАЛИЗА 

При анализе линейных цепей методами узловых напряжений и 
контурных токов, как мы видели, необходимо составить соответствую- 
щие системы уравнений и затем решить их. Решения можно предста- 
вить в виде суммы отношений алгебраических дополнений и определи- 
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теля. Нахождение определителя обычными алгебраическими способами 
связано с громоздкими вычислениями; при этом большое число слагае- 
мых в разложении отличаются только знаками и сокращаются. 

В этом и следующем параграфах рассматривается применение двух 
методов анализа: топологического и графа прохождения сигналов, 
которые позволяют существенно сократить вычислительную работу 
при анализе цепей. 

Будем полагать действие в цепи одного источника сигнала, когда 
интересующая реакция согласно (6.6) или (6.19) выражается следую- 
щим образом: 

Е На fy = 58 Up = Ho, (6.52) 

где D, D’ — определители матриц параметров узловых напряжений 
и контурных токов; 

Aj,, Aig — их алгебраические дополнения; 
Hz, Ну — функции передачи: сопротивление и проводимость 

передачи. 
Топологический метод, введенный еще Кирхгофом, оперирует 

графом цепи и его деревьями. Метод позволяет записать определитель 
и его алгебраическое дополнение непосредственно по структуре цепи 
или графа без составления уравнений. 

Нахождение определителя цепи 

Как мы знаем, построение дерева разбивает ветви графа на ветви 
дерева и ветви связи (не вошедшие в дерево). Произведения проводи- 
мостей всех ветвей дерева называют величиной дерева, а произведения 
сопротивлений всех ветвей связи — величиной связи. 

Примем без доказательства следующее основное положение [11]: 
определитель матрицы узловых напряжений равен сумме величин всех 
деревьев, а определитель матрицы контурных токов — сумме величин 
всех связей. 

Будем рассматривать определитель узловых напряжений. Для 
вычисления значения этого определителя необходимо найти все де- 
ревья графа. Число возможных деревьев графа, которое быстро растет 
с увеличением числа узлов, можно найти, если положить проводимости 
всех ветвей графа и, следовательно, величины всех деревьев равными 
единице. Тогда определитель узловых напряжений, равный сумме 
величин всех деревьев, даст число деревьев. Например. для графа 
мостовой цепи (рис. 6.18, а) при У; = | имеем 

| 2—1 0 
D=|—!1 3 —l||=8. 

0 —l 2 

Следовательно, число возможных деревьев nN, = 8. 
Из ряда способов нахождения величин деревьев без их вычерчива- 

ния приведем лишь один простейший по смыслу способ. Способ состоит 
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В составлении всевозможных комбинаций составляющих структурпых 

чисел A,. Составляющими A, являются номера ветвей, сходящихся 
в узлах. Для мостовой трехузловой цепи имеем следующие три струк- 
турных числа: 

А, (1; 3); An (2; 3; 4); Ан: (4; 5). 

Комбинации составляющих — номеров всех структурных чисел 
записываем в виде таблицы, исключая из нее комбинации, содержащие 

два или более одинаковых номера пли подоб- 
ные уже записанным. 

Для трех структурных чисел моста полу- 
чаем следующие 8 деревьев: 

124, 125, 134, 135, 145, 324, 325, 345. 

Следовательно, определитель мостовой 
цепи равен 

= УГУ 4 ИУ, УЗУзУ 4 Уз, + 
У WY УЬ- Уз У gt Vo oY, УЗИ als. 

Описанный способ записи деревьев имеет 
тот недостаток, что приводит к дублированию 
деревьев и необходимости выявления и ис- 
ключения одинаковых деревьев. При боль- 
шом числе деревьев составление вручную (без 
помощи вычислительной машины) комбина- 

Рис. 6.18 ций номеров ветвей представляет довольно 
утомительную процедуру. Часто значение 

определителя можно получить быстрее путем’ его разложения по 
узловой паре, узлу или ветви. Рассмотрим также без доказательства 
способы разложений определителя. 

Разложение определителя по узловой паре. 
Выбирается пара узлов, и устанавливаются все пути к ней. Путь пред- 
ставляет непрерывную последовательность непересекающихся ветвей, 
которая соединяет выбранную пару узлов и проходит через каждый 
узел не более одного раза. В этом случае определитель 

В=»У P Dry, (6.53) 

где Р, — величина А-го пути, равная произведению проводимостей 
всех ветвей пути; 

D, — алгебраическое дополнение пути, равное определителю 
цепи, получающейся после короткого замыкания всего 
пути. Если замыкаются накоротко все узлы, которые входят 
в рассматриваемый путь, то принимается D, = 1. 

На puc. 6.19 приведена таблица определителей простейших струк- 
тур, которые часто получаются при коротком замыкании путей, сое- 
днняющих выбранную узловую пару. Данные таблицы легко проверить 
с помощью (6.53). Так, для графа рис. 6.19, в крайняя пара узлов 
имеет один путь через обе ветви с Р, = Y,Y, и D, = 1. Для графа 
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рис. 6.19, е верхняя пара узлов имеет два пути через ветвь 2с Р, = У, 
и 0), = У, -- У; и ветви 2—0 с Р. = У! У. и Dy = 1. 

Из таблицы можно видеть, что определитель графа, состоящего 
из частей, соприкасающихся в одном узле, равен произведению опре- 
делителей отдельных частей. 

Найдем определитель мостовой схемы (см. рис. 6.18, а). Для узло- 
вой пары //—.ТУ получаем три пути из ветвей: 2, 1—3, 4—5. Величины 
путей: P,; = У.; Р, = У. У.; 
Рз = У.У;. Короткое за- D=¥,+Y, 0=у, 7 
мыкание путей согласно 
таблице рис. 6.19 дает 

Dy = (У, + У.) (Va + У5; 
О, = У. НУ. н Ds = 
= У, + У.. Определитель 
цепи 

Р=У, (У, У, (Yat 
НУ Е У: Уз (Yat Ys) + 0=%7 D=(Y% GAY) DWE ng tals 

У.У, (У, НУ.) 
совпадает с ранее полу- 
ченным выражением, но 
здесь его отдельные части 
представлены в виде про- 2) 
изведения множителей с 

Рис. 6.19 меньшим числом MaTeMaTH- 
ческих символов. 
Разложение определнтеля по узлу. Выбирается 

узел и отмечаются ветви, сходящиеся в этом узле. Если в узел сходятся 
три ветви а, Би с, то определитель цепи выражается в виде суммы: 

В = У Ра Е У, Dy + У. dD, + YaY Dav + Ya У. Dac + 

+ Yy У Dye + YoY Ye Danes (6.54) 

где D; — определитель цепи, получающейся при коротком замыка- 
нии ветви г и разрыве остальных двух ветвей; 

Din — определитель цепи, получающейся при коротком замы- 
кании ветвей | и Ки разрыве третьей ветви; 

Daye — определитель цепи, получающейся при коротком замыка- 
нни всех трех ветвей. 

По закону, аналогичному (6.54), можно составить выражения 
определителя для четырех и большего числа ветвей. 

Для цепи, изображенной на рис. 6.18, 6, разложение по узлу [1 
при учете таблицы рис. 6.19 дает определитель 

= (У НУ У.) Vals + Vive t У5У в) Уз а Vat Ve) + 
-- У Уз (У НУ, - Уз. (Vit Vs) HV oY Ya. 

Разложение определителя по ветви. Для выбран- 
ной ветви а определитель представляется в виде 

D=D)+ Теа, (6.55) 
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где Dy — определитель цепи при разрыве ветви а; 
D, — определитель цепи при коротком замыкании ветви а. 
Если в схеме рис. 6.18, а определитель разлагается по ветви 2, то 

получаем 

Р=УУ, (У. УИ, (Vi У + У, (У, У, Yat Yo): 

Нахождение алгебраического дополнения. 
Топологический закон передачи 

Алгебраическое дополнение выражают через пути передачи. Путь 
передачи, проходя через ряд ветвей, связывает выводы источника с вы- 
ходной ветвью, к которой для наглядности присоединяют измеритель- 
ный прибор — вольтметр (параллельно) или амперметр (последова- 
тельно) в зависимости от того, чем интересуются — напряжением или 
током выхода. Если намечены все пути передачи цепи, соединяющие 
выводы источника с ветвью измерительного прибора, то алгебраиче- 
ское дополнение 

А» = У РьОь (6.56) 

где Рь — величина k-ro пути передачи, равная произведению прово- 
димостей ветвей пути (для измерительного прибора прини- 
мается У = 1); Pp приписывается знак «плюс» или «минус» 
в зависимости от того, положительное или отрицательное 
отклонение прибора вызывает ток пути от действия источ- 
ника; 

р, — определитель цепи, получающийся после короткого замы- 
кания ветвей пути передачи, включая измерительный при- 
бор. 

Если известны определитель цепи и алгебраическое дополнение, то 
функция цепи выразится следующей топологической формулой или 
законом передачи: pp: 

H= Bee (6.57) 

Проиллюстрируем на примерах применение этой формулы для 
нахождения алгебраических дополнений и функций цепи. 

1. Найдем функцию передачи /,/U и входную проводимость мосто- 
вой цепи, питаемой от источника напряжения (рис. 6.20, а), с изме- 
рительными приборами в интересующих ветвях. 

Через амперметр в ветви 2 проходят два пути передачи: 1—2—4 и 
3—9—5 с величинами P; = Y,Y,Y, и Po = — У.У.У,. Короткое 
замыкание обоих путей стягивает цепь в один узел, поэтому Ди = 
=). = |. Записав определитель графа, получающегося при корот- 
ком замыкании источника напряжения, когда совмещаются верхний 
и нижний узлы, получаем согласно (6.57) 

№ _ У1УзУ:— УзУ»У, 
ПУ -НУ-(-У, (ЗУ У» (Уз У4 

146



Через амперметр на входе проходят четыре пути: 1—5 (D; = 
=Y,+Y,); 1—2—4 ().=1); 3—4 (D}=Y,+Y;); 3—2—5 (D,;=1). 
Применяя (6.57), получаем 

Г _ У:Уь (Уз Уд- Уз У а УзУа (УЕ Уз) — Va ols 
И Va(Yit Vs) У» (УЗ Ya) +(V1t+Ys5) (Уз Ya) 

2. Найдем функцию передачи U/// и входное сопротивление цепи 
(рис. 6.20, 6), определитель которой был найден ранее. 

Рис. 6.20 

Через вольтметр на выходе проходят два пути: из ветви 6 c О! = 
= У, + У, + У, и ветвей 3—4 с Dp = 1. Следовательно, 

Оз _ Ув(У + Уз У4)-- УзУ. 
| р | 

Путь через вольтметр на входе не содержит ветвей и P; = 1; ко- 
роткое замыкание прибора дает треугольный граф со сторонами: 
ветвь 4 и параллельно соединенные ветви I, 3 u 5, 6. Входное сопро- 
тивление , 

gal — Va (УЕ Уз У4 (59-Е (УЕ УЗ) (Ув Yo 
I D 

3. Найдем функцию передачи U,/U для лестничной цепи 
(рис. 6.20, в). Единственный путь передачи проходит через ветви 
[—38—5—7 и все узлы: D; = | 

Граф цепи получим, соединив параллельно ветви J H 2, что COOT- 
ветствует короткому замыканию источника. Заменим ветви J и 2 одной 
ветвью с Yip = У, + У, и найдем определитель путем разложения 
по среднему узлу, например, по узлу-вершине ветви 4. Легко убедиться, 
что определители (6.54) равны: 

Dz = Dy=Ds=YV 2 (Y pBYo tY oY pt 2% 8); 

Ба = У У. - Уз У. Dis =Vir (У. Уз); 

Оз = (Уз Ув) (У. -НУЭ-У У и Dsys=V7 НГ, 
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Определитель цепи 

р == Ут? (Узи: + Yes -- У. в) (У: -|- у. -- У, ++ 

+ YoY, (YoY, -Е УсУв + Y Ys) + УИ, Гл» (У. -|- Y's) +- 

FY 3V 5 [Vie + Ху (У.Е V a) + VY eg] - УЗ аУ, (У. Уз. 

Функция передачи , 
Из _ Уз Уз Г? 
U D 

$ 6.11. НАПРАВЛЕННЫЙ (ОРИЕНТИРОВАННЫЙ) ГРАФ 

ПРОХОЖДЕНИЯ СИГНАЛОВ 

Направленный граф прохождения сигналов представляет графни- 
ческое изображение или графическую модель системы уравнений, 
связывающих переменные — сигналы. 

Элементами направленного графа являются узлы (вершины), 
изображающие переменные уравнений, и направленные ветви, соеди- 
няющие узлы линии со стрелками, которым приписывается величина 
передачи. Сигнал проходит только в направлении стрелок и при этом 

1 о— ——o 7 

a) 
т 

0 а 
6 

$, O—— т 

: C 

р) 
Рис. 6.21 

умножается на величину передачи ветви. Переменная, соответствующая 
узлу, равна сумме входящих в этот узел сигналов. Переменная пере- 
дается в другие узлы по всем ветвям, выходящим из рассматриваемого 
узла. 

На рис. 6.21, а показан простейший направленный граф, изобра- 
жающий зависимость 

X= AX. 

Узел ху, рассматривается как независимая переменная (ветвь выхо- 
дит из него), а узел х как зависимая переменная (ветвь входит в него). 
Таким образом, граф в явном виде выражает причинно-следственную 
связь между переменными. 

Если уравнение содержит несколько переменных, например 

X= AX) + bx, -|- СХ, 
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то, расположив узлы каждой переменной, направим к узлу х три 
ветви от узлов ху, X, и х, с передачами а, 6 иси получим граф, пока- 
занный па рнс. 6.21, 6. 

Постронм направленный граф для следующей системы: 

ах: -Е 6х. 4 сх; == Хол; 

ах, + CX, + [Хз = Xoo; 

gx, +hx,=0. 

Решим каждое уравнение относительно одного Из зависимых 

переменных: 

x Xx Хх С Хх.’ | a Ol a 2, а 39 

у у. d х 7 Хх. 

у £ х 

Расположим узлы независимых и зависимых переменных и, сое- 
динив их направленными ветвями в соответствии с уравнениями, полу- 
чим граф, показанный на рис. 6.21, в. 

Если изменить порядок решения уравнений или заменить урав- 
нения их линейными комбинациями, то получим иной граф. Следова- 
тельно, для одной и той же системы уравнений можно построить мно- 
жество графов. 

Существует взаимно однозначное соответствие между системой 
уравнений, решенных относительно переменных, и ее графом. Если 
задан граф, то, суммируя в каждом узле сигналы, поступающие от 
остальных узлов, получим соответствующие уравнения. 

Направленный граф прохождения сигналов может быть построен 
для системы уравнений, описывающей любую физическую систему, 
поэтому метод направленных графов применим к системам, состоящим 
из элементов различной физической природы (электромеханическим 
ит. д.). Особенно удобно применять его для анализа систем с обрат- 
ными связями — систем автоматического управления и активных це- 
пей, содержащих управляемые электронные и полупроводниковые 
приборы. Анализ графа позволяет получить картину прохождения 
сигналов в системе. Граф дает большую наглядность решению системы 
уравнений и существенно сокращает вычисления при этом процессе. 

Ограничимся построением графа прохождения сигналов для пас- 
сивной цепи с одним источником снгнала. В зависимости от выбора 
переменных будут получаться различные уравнения и графы. При 
этом, конечно, уравнения должны быть линейно независимыми, а число 
HX достаточным для определения всех неизвестных реакций. 

Рассмотрим построение направленного графа для уравнений узло- 
вых напряжений. Для первого узла, в котором действует источник тока 
с током /,, имеем 

YuUy+ У 0. vee У Он = 1. 

149



Если первое уравнение решить относительно напряжения пер- 
вого узла: 

. . у . 

о —... А Ор, 
11 Ут 

а второе — относительно напряжения Uy и т. д., то получим норма- 
лизованный граф: k-e уравнение нормировано относительно Y pp. 

В нормализованном графе величины передачи ветвей между y3- 
лами U, и Uy должны быть равны отношениям взаимных проводимо- 

стей к собственной проводи- 
мости узла | со знаком «ми- 

. НУС»: hip = — Yur/ Yay. Ана- 

% логичное положение получим 
и для других узловых на- 

%|| пряжений. 
Поскольку взаимные и соб- 

ственные проводимости узлов 
цепи можно записать сразу 
по данным схемы, граф си- 
стемы узловых напряжений 
можно составить непосредст- 
венно по схеме без записи 
уравнений. Для этого, распо- 
ложив узлы графа, соответ- 
‘ствующие узловым напряже- 

Рис. 6.22 ниям, к каждому узлу на- 
правляем ветви от остальных 

узлов, непосредственно соединенных взаимной проводимостью У»; = 0. 
Передачи ветвей равны ky; = —Ун/Ущь. 

В качестве примера на рис. 6.22, а и б представлены соответственно 
цепь и ее граф узловых напряжений. Собственные проводимости уз- 
лов ‘цепи равны: 

Ти = Ув У = У. У; Ув = У. У. + Yo; 

Уз = Уз У. НУ; Ум=У, РУ: 

Аналогично можно построить направленный граф контурных 
токов. 

Часто требуется строить графы сигналов, переменными которых 
являются не узловые напряжения или контурные токи, а заранее 
намеченные токи и напряжения ветвей цепи. В этих случаях удобно 
предварительно построить ‘дерево графа цепи, выбранное так, чтобы 
в него вошли ветви, напряжения которых необходимо принять в ка- 
честве переменных; ветви, токи которых следует принять в качестве 
переменных, должны образовать ветви связи. Для построения графа 
прохождения сигналов необходимо записать п, уравнений, связываю- 
щих выбранные переменные: уравнения равновесий токов в незави- 
симых узлах и напряжений в независимых контурах, образуемых 
ветвями связи. 
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В качестве примера построим граф прохождения сигналов для мос- 
товой цепи (рис. 6. 23, а). Предположив, что нас интересуют напря- 
жения ветвей 2, 4 иди токи ветвей J, Зи 6, строим дерево графа цепи 
(рис. 6. 23, 6). Применяя к контурам а, В иси узлам Г, 11, [11 законы 
Кирхгофа, получим: 

1=У, (UO) =U ,—U,); = 2 (1—1); 

[= Уз (0-0); (= 2. (У.0.— У», 05); 

U,=U,+Zglq; Ie=1,+Y Us. 

Расположив узлы, соответствующие выбранным переменным, сое- 
диним их согласно записанным уравнениям и получим граф, показан- 
ный на рис. 6. 25, в. 

Рис. 6.23 

Остановимся на некоторых определениях и понятиях направлен- 
ного графа. 

Узел, в который не входит ни одна ветвь, называется источником 
(узлы Xo; H Хз на рис. 6. 21, в). Источник изображает независимую 
переменную. 

Узел, из которого не выходит ни одна ветвь, называется стоком. 
Сток представляет зависимую выходную переменную. Узел, имею- 
щий как входящие, так и выходящие ветви, называют смешанным. 

^ Если какая-либо переменная выбрана в качестве выходной вели- 
чины, то удобно удлинить соответствующий узел: добавить к нему 
ветвь с единичной передачей, оканчивающуюся узлом-стоком с той же 
переменной (узел x, на рис. 6. 21, в). 

Путь графа представляет непрерывную последовательность одно- 
направленных ветвей, проходящих через каждый узел не более од- 
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ного раза. Сквозной путь связывает источник и выходной узел (х— 
Х— 5-Х И Xyg-—Xy»—X, Ha рис. 6.21, в). 

Контур представляет простой замкнутый путь, оканчивающийся 
в исходном узле (X;—X%_—X,3 ххх). Контур, содержащий 
только один узел, называют петлей. 

Передачи пути Р и контура Г, равны произведениям передач, вхо- 
дящих в путь илн контур ветвей. Два контура называются несопри- 
касающимися, если они не имеют общих узлов (контуры /—2—-/ и 
3--4—8 на рис. 6.22, 6). Контур и путь называются также несоприка- 
сающимися, если они не имеют общих узлов. 

Q a a ao 

\ SX о 
о т 6 

C 

2) 6} 

Рис. 6.24° 

В общем случае граф содержит ряд контуров. Для оценки слож- 
ности графа вводят понятие порядка графа, который определяется 
наименьшим числом расщеплений узлов, необходимых для устране- 
ния всех контуров. При расщеплении узла x (рис. 6.24, а) получаем 
два узла: узел X, представляющий новый сток, к которому сходятся 
все входящие ветви, и узел х’— новый источник, к которому сходятся 
все выходящие ветви (рис. 6.24, 6). Поскольку переменная опреде- 
ляется только входящими ветвями, при расщеплении узла уравнения 
не изменятся, лишь в правых частях вместо х, появятся переменные 
X,. На рис. 6.24, в приведен граф с тремя контурами, порядок кото- 
рого равен двум; показанпое на рис. 6.24, г расщепление двух узлов 
устраняет все контуры. 

$ 6.12. РЕШЕНИЕ НАПРАВЛЕННОГО ГРАФА ПРОХОЖДЕНИЯ 

‘ СИГНАЛОВ 

Решение графа, т. е. определение функции передачи, связываю- 
щей переменные выходного узла и источника, можно производить 
двумя способами: последовательным упрощением структуры графа 
и с помощью формулы Мэзона. | 

Упрощение структуры графа основано на применении эквивалент- 
ных преобразований, позволяющих уменьшить число ветвей или 
узлов. 
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На рис. 6.25 показаны простейшие преобразования параллельного 
и последовательного соединений ветвей и устранение узла, образован- 
ного звездой нескольких 
входящих и выходящих a 
рой a+b BerpeH. z, д» ool 

Эги преобразования не- 
посредственно следуют из Lp=UL, +0, =(0+b) 2, 
приводимых преобразова- 
ний уравнений. Устранение а р 

БЫ—————о; LO OL; 
узла и контура (рис. 6.26, а) Ly 
приводит к появлению 
петли. 

Для учета влияния пет- 
ли на передачу заметим, 
что сигнал, входящий в 
петлю, возвращается после 
обхода ветви со значением 
тх.. Чтобы в узле получил- 
ся сигнал х›, слева к нему 

т.=адл,; ту=0т.= QOD, 

должен подходить сигнал, Lg=AL,+hLe + CL; 

определяемый из условня т,=(т,= 241, +47) +саху 

Хо = ах, -- MX, так что Те= ея 11+ bFLy+CFL; 
a 

Xo —=——- |. (6.58 
2 pm 1 (6.58) Puc. 6.25 

Таким образом, влияние петли можно учесть умножением передач 
входящих ветвей на 1/1—m (рис. 6.26, 6, в). 

T= bLp=QbL, + 623 вс 
C 

af.» ab 
2) ---- о -—- 

т, 22 0 4} 2 Ly 

m a 
Q 1-т 

1 Ly Ly Ls 

2 
а Nn aa /-™M р 

6} =” >< 
b `—- <7 _ 

1-т 

Рис. 6.26 

Рассмотрим еще одно преобразование — инверсию, которая изме- 
няет топологические свойства графа и часто облегчает упрощение его 
структуры. 

Инверсия ветви или пути графа состоит в изменении направления 
ветви или ветвей, входящих в путь, и соответствует изменению выбора 

153



зависимых переменных, относительно которых решаются уравнения 
заданной системы. На рис. 6.27, а показан граф следующей системы 
уравнений, решенных относительно Хх. И Xz: 

Хо = AX, | сха; | 

хз = 6х. -- ах.. 

Изменение направления (инверсия) ветвей пути [—2—9 означает 
выбор узлов х; H х. в качестве новых зависимых переменных, чему 
соответствует решение первого уравнения относительно xX, и второго 
уравнения относительно х.: 

Соответствующий граф показан на рис. 6.27, 6. Как видим, пере- 
строение графа при инверсии пути состоит в следующем: |) передачи 

Ly 

Puc. 6.27 

инвертируемых ветвей обратны передачам исходных ветвей; 2) вместе 
с переносом конца инвертируемой ветви из узла Е в узел | туда же 
переносятся концы всех ветвей, входивших ранее в узел i; передачи 
этих ветвей должны быть обратны по знаку и разделены на передачу 
инвертированной ветви; начала рассматриваемых ветвей остаются 
в прежних узлах. 

Инверсия применима только к тем ветвям или путям, которые 
начинаются в источнике (но не в смешанном узле). 

Инверсию пути удобно начинать с ветви, выходящей из источника, 
и идти по ветвям пути до стока. При небольшом числе сквозных путей 
и контуров инверсия обычно понижает порядок графа и облегчает 
нахождение функции передачи, которая, очевидно, является величи- 
ной, обратной функции передачи исходного графа. 

На рис. 6.28, а показан двухконтурный граф, а на рис. 6.28, в — 
граф, полученный в результате инверсии пути и не имеющий контуров 
(каскадный граф). 

Для упрощения первого графа необходимо устранить оба кон- 
тура. Устраняя узел 2, получим в узле 3 петлю с передачей Вс. При 
удалении этой петли следует умножить передачи двух входящих вет- 
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вей на |/1—0с. Затем можно таким же образом устранить узел 9. 
Но проще устранять одновременно с первым также второй контур, 
что даст петлю с передачей df в узле 3, как показано на рис. 6.28, 6, 
и следует из равенств: хь = вх. = вах; хз = р = dfx,. Объединяя 
обе петли, получим передачу графа 

ха _. abdg 

x, 1—(be+df) ° 

Второй граф упрощаем исключением узла 3 и получаем граф, 
изображенный на рис. 6.28, г. Объединяя параллельные и последова- 
тельные ветви, получим передачу графа x,/x,, обратную передаче 
первого графа. 

Рис. 6.28 

Порядок упрощения структуры графа подсказывается видом са- 
мого графа. 

Главная ценность решения с помощью преобразований состоит 
в том, что в процессе решения удается выделять отдельные существен- 
ные части, в частности цепи обратной связи, и выявлять наиболее 
важные связи в системе, а также влияние интересующих параметров 
на передачу системы. 

Обычно полное упрощение графа для определения функции пере- 
дачи последовательным преобразованием получается громоздким. 
Поэтому преобразования применяют для предварительного упроще- 
ния графа с целью уменьшения числа контуров, например, при- 
помощи инверсии. 

Полное решение графа производят по формуле Мэзона, которая 
позволяет записать функцию передачи из рассмотрения контуров и 
путей графа. Формула для функции передачи имеет вид 

| H=>5 У Р.Оь, (6.59) 

где D — определитель графа; 
Р, — передача k-ro пути; 
D, — определитель части графа, остающейся после исключения 

контуров, соприкасающихся с k-M путем. 
Определитель графа вычисляется по формуле 

= УХУ, —- LL Ly + oo (6.60) 
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где L; — передача контура 1; 
LiL; — произведения передач комбинаций по два несоприка- 

сающихся контура; 
Г: Ив — произведения передач комбинаций по три несопри- 

касающихся контура. 
Вычисление определителя ДО, производится также по формуле 

(6.60). Как видим, значение определителя зависит только от наличия 
контуров. При отсутствии в гра- 
фе контуров D = 1. 

Проиллюстрируем примене- 
ние формулы Мэзона на при- 
мерах. 

1. Граф, изображенный на 
. рис. 6.29, а, имеет пять конту- 
ров с передачами: L, = be; L, = 
= ей; [. = gf; Ly = get; Г, = 
== ghec. Из них не соприкаса- 
ются только два контура: L, 

Рис. 6.25 и Ls. К выходному узлу хь име- 
ются три пути: P, = abdfk; 

P, = abik (соприкасаются со всеми контурами) и Рз = ahk (не сопри- 
касается с контуром L,). В соответствии с (6.59) и (6.60) сразу запи- 
сываем: 

Xe __ abdfk + abik + ahk (1 —ed) 

x 1—(be-Fed+ gf gei + ghec) + Бер] ` 

2. На рис. 6.29, 6 изображен пятиконтурный граф узловых напря- 
жений лестничной цепи с семью узлами и передачами ветвей ;;. Со- 
ставляя комбинации из несоприкасающихся контуров, записываем 
определитель: 

D==|—(L,-+-£,+4+L3+L£,-+ £5) + 

+ (Ly 3+ Ма + Lbs + Lob, + Lobs + 5) — ЗЕ... 

В графе имеется единственный сквозной путь. Если выходом яв- 
ляется узел 7, то путь касается всех контуров и числитель функции 
передачи 

P,D, — Коза КаБЮб бя. 

Если выходом является узел 9, то с путем не соприкасаются кон- 
туры 3, Ly и Ls, которые образуют пару несоприкасающихся конту- 
ров L, и L;. Поэтому : 

Р.Р, — yoko. (1 — L, —_ L, — Г. -|- [31.).



ГЛАВА СЕДЬМАЯ 

ОСНОВЫ ТЕОРИИ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ 

$ 7.1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ 

Под четырехполюсником понимают электрическую цепь (рис. 7.1) 
с двумя парами выводов, с помощью которых она может присоеди- 
няться к источникам сигнала или к другим цепям. Здесь мы ограни- 
чимся рассмотрением четырехполюсников из сосредоточенных эле- 
ментов, которые передают сигналы от входа к выходу, причем токи 
верхних и нижних выводов на входе, так же как и на выходе, равны 
по величине и противоположны по знаку. 

Выделение этого класса цепей и отдельное исследование его свойств 
объясняется широким применением четырехполюсных цепей в раз- 
личных устройствах передачи и преобразования сигналов. 

р L, р р 
——> - —=— + —> =——— to о +o i 
и Up U; 22| | 

пе=—— |-—— 7’ | 

Рис. 7.1 

При рассмотрении четырехполюсников в явном виде представляется 
связь между причиной и следствием — между возбуждением или сиг- 
налом, действующим на входе, и реакцией цепи на выходе. В частот- 
ной области эта связь, как известно, выражается через функцию пе- 
редачи, представляющую отношение комплексных амплитуд реакции 
и возбуждения. Установленные для четырехполюсников соотношения 
и параметры могут быть на основе принципа наложения перенесены 
или обобщены на случай цепей более общего вида — многополюсни- 
ков, содержащих ряд источников сигнала и реакций. 

В теории четырехполюсников исследуются общие свойства цепи 
по отношению к внешним выводам независимо от конкретного вида 
ее схемы. Для этого устанавливаются соотношения между двумя па- 
рами напряжений и токов: U,; и Us; /, двух пар выводов: входа и 
выхода, которые полностью характеризуют поведение цепи относи- 
тельно выводов. Любые две из указанных величин можно считать за- 
висимыми и выразить через остальные две, принятые за независимые. 
Число таких соотношений, называемых уравнениями четырехполюс- 
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ника, равно шести — числу сочетаний из четырех элементов по два. 
Коэффициенты уравнений называют параметрами четырехполюсника. 

Параметры и соответствующие уравнения четырехполюсника бу- 
дем записывать применительно к положительным направлениям на- 
пряжений и токов, показанным на рис. 7.1.Удобно применять запись 
уравнений в матричной форме. Для наших целей потребуется приме- 
нение простейших правил матричной алгебры. 

1. Две матрицы равны, если равны их соответственные элементы. 
2. Элемент матрицы — суммы двух матриц равен сумме соответ- 

ственных элементов слагаемых матриц. 
3. Элемент а, матрицы — произведения двух матриц равен сумме 

произведений элементов 1-й строки первой матрицы на соответствую- 
щие элементы ^-го столбца второй матрицы; при этом число столбцов 
первой матрицы должно быть равно числу строк второй матрицы. 

Произведение матриц не подчиняется коммутативному закону. 
Остановимся кратко на разновидностях четырехполюсников. Сим- 

метричными называют четырехполюсники, у которых нельзя отличить 

Г Г, 

1o— —, | L 5 
у 501 | Po | _ 5 1 ры + 2 

50h 1050» 2 0 
Ге— 2’ |'o— 4 27! 

Q) $) 

Рис. 7.2 

пары зажимов входа и выхода путем электрических измерений. Урав- 
новешенными называют четырехполюсники, схемы которых обладают 
симметрией относительно продольной (горизонтальной) оси (рис. 7.2, а), 
так что напряжения выводов J и J’, атакже 2 и 2’ по отношению к сред- 
ней продольной оси получаются одинаковыми по величине и обрат- 
ными по знаку. 

Если выводы /[’и 2’ на входе и выходе четырехполюсника соеди- 
нены между собой, то получится широко распространенная разновид- 
ность неуравновешенного четырехполюсника, называемая трехполюс- 
ником (рис. 7.2, 6). Большинство практически важных четырехполюс- 
ников относится к этому виду, который допускает заземление общего 
для входа и выхода вывода. 

Большую наглядность уравнениям четырехполюсника придает 
представление их в виде направленных графов сигналов. На рис. 7.3 
приведены графы всех шести уравнений четырехполюсника, которые 
являются попарно обратными: для каждого графа в верхнем ряду 
имеется обратный граф в нижнем ряду. 

Для удобства применения графов четырехполюсника принято 
располагать определенным образом четыре узла, соответствующие 
четырем переменным: два узла переменных входа располагают слева 
и два узла переменных выхода — справа; при этом верхние узлы изо- 
бражают напряжения, а нижние узлы — токи. Пару узлов, выбран- 
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ных за независимые переменные, изображают зачерненными кружоч- 
ками, а оставшуюся пару узлов, представляющих зависимые пере- 
менные, — светлыми кружочками. Для получения графа необходимо 
соединить направленными ветвями каждый из зависимых узлов с двумя 

U; (, U, Qi U> U, Ap U; 

a2) 

In 922 012 hop 

I, Г Г, @ г? we, р, hoy I, 

U; Up и by 0, Л Go UU; 
22 р f 

a 270 a й 9, 92? 

22) “ О С Py 

1, Г. “I, 022 Tp р 92 bb 

Рис. 7.3 

независимыми узлами. Передачи ветвей, размерности которых опре- 
деляются отношением размерностей переменных соединяемых узлов, 
являются параметрами четырехполюсника или коэффициентами со- 
ответствующих уравнений. Перейдем к рассмотрению этих уравнений. 

$ 7.2. УРАВНЕНИЯ И ПАРАМЕТРЫ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ 

Уравнения через параметры проводимостей 

Если токи выводов выразить через напряжения, что равносильно 
включению на выходе и входе источников напряжения, то согласно (6.6) 

Lyn 91 t yl; (7.1) 

y= YoU 1+ YoU. 

Параметрами уравнений здесь являются входные и передаточные 
проводимости короткого замыкания (6.9) и (6.10), а именно: входные 
проводимости слева и справа при `короткозамкнутых противополож- 
ных выводах 

Уи |. У , 
1 U,=0 2 U,=0 

и передаточные проводимости 

_ ls _A 
fu ‚ 012 и‘ 

1 |0, =0 2 10, =0 

В систему уравнений (7.1) входят четыре параметра — в общем 
случае поведение четырехполюсника определяется четырьмя пара- 
метрами. В цепях, удовлетворяющих принципу обратимости, Yi. =Yor, 
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и Поредение подобных четырехполюсников определяется тремя 
параметрами. При дополнительном условии и, = Yoo получаем сим- 
метричный четырехполюсник, поведение которого, определяемсе только 
двумя параметрами, одинаково со стороны входных и выходных вы- 
BOOB. 

Матрица проводимостей 

Ул 912 

Yor Yee 

Если ввести столбцовые матрицы токов и напряжений, то си- 
стему (7.1) можно записать в матричной форме: 

[У|= (7.2) 

Г U;, 
i, == y | (7. . (7.3) 

Уравнения через параметры сопротивлений 

Если напряжения выводов выразить через токи, что равносильно 
подключению к выводам источников тока, то в соответствии с (6.19) 

Oy =2yly Ft 215/у; 
; ; ; (7.4) 
Ug = 211 + Zeal 9. 

Параметрами уравнений здесь являются входные и передаточные 
сопротивления разрыва (6.20) и (6.21), а именно: входные сопротивле- 
ния четырехполюсника слева и справа при разомкнутых противопо- 
ложных выводах 

‚01 Us 
211— |. ; <22 = | 

1 /,=0 2 1,=0 

и передаточные сопротивления 

Os U; 

“21 5 SIR 
1 17, =0 2 11, =0 

В обратимых цепях, когда 2,5 = 2, три параметра из четырех 
являются независимыми, а в частном случае симметричных четырех- 
полюсников, когда дополнительно 2,1 = Zo, независимы только два 
параметра. 

Матрица сопротивлений 

|211 212 (7.5) 12 = 
| 27 622 

При введении столбцовых матриц напряжения и тока система 

(7.4) запишется в виде 
(Л Г. 
i =|z| j 

2 2 

Как видно, параметры сопротивлений являются дуальными пара- 
метрам проводимостей. 
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Уравнения через параметры передачи 

Выразим напряжение и ток на входе через напряжение и ток на 
выходе из рассмотренных уравнений, например (7.1): 

. 1: . . 
Oy= — 12 Uy + I y= Ay U 2 + Ye (—- 1); 

21 Yor (7.7) 

НИ U,+ 42 = Ay Uy ао (— Г). 
Yor Yor 

Здесь параметры передачи выражены через параметры прово- 
димостей: 

а11=— — Узо/ Ул; а = — Пузл; 

— |; (7.8) 
@1 = Lt Qog = — Yy1/Y21; 

где | Y | = YuY22—Yr2Ye1- | 
С помощью этих соотпошении можно показать, что в обратимых 

цепях определитель системы (7.7) 

A199 — @1э@ = |. (7.9) 

В случае симметричных четырехполюсников, когда 111 = Yoo, До- 
полнительно имеем Qy, = а... 

Смысл параметров легко установить из рассмотрения режимов 
разрыва (холостого хода) и короткого замыкания выходных зажимов: 

U , 
ns — отношение комплексов напряжений на входе и 

Us |1, =0 разомкнутом выходе; 

U ъ 
ие = —+ — величина, обратная передаточной проводимости ко- 

—1 0, —=0 роткого замыкания выхода; 

1 
а = — величина, обратная передаточному сопротивлению 

Ue |1, =0 разрыва выхода; 

[ 
Че == —> — отношение комплексов токов на входе и коротко- 

—? 0, =0 замкнутом выходе. 

В режиме разрыва выводов выхода (/, = 0) величины на входе 
называют напряжением и током холостого хода: 

ОИи=аа И; Ly == Ag Uo, (7.10) 

а в режиме короткого замыкания (И. =0)— напряжением и током 
короткого замыкания: 

(Ик = ал» (— 19); Lie == ag (— 15). (7.11) 

С учетом этих величин систему (7.7) можно рассматривать как 
наложение режимов холостого хода и короткого замыкания: 

U1 ==U y+ (лк; 

= Го-- lin: 
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Вводя матрицу параметров передачи 

Qiy 412 (7.13) Jal 
Чл Ч 

и столбовые матрицы величин на входе и выходе, систему (7.Г) 
можно записать в виде | , 

а В . == а . 

Г — 1. 

Решение системы (7.7) относительно напряжения и тока па выходе 
при учете (7.9) дает уравнения четырехполюспика через параметры 
передачи сигнала справа налево:. 

Uy = Ao, + Ay (— =: + Ва» (— и (7.15) 

5 = а Uy + ааа (— 11) = в + O99 (— 14). | 

Здесь параметры 

(7.14) 

611 =; бэ =; 

651 =o; Ogg = Ay. 

Определитель системы (7.15) 04,0,.—5.;b;.=1 и условие симметрии 

by; — Boo. 

Уравнения через смешанные параметры 

Оставшиеся две системы уравнений выражают смешанные пере- 
менные: по размерности и по индексу. Напряжение на входе и ток 
на выходе можно выразить системой 

U; == Иа a 20; 
(7.16) 

Го Nyy! + Во». 

Легко убедиться, что И: = /и11; Йо» = 1/25; кроме того 

U; ly 
—— ; , Йо ==-^ , . 

2 111 =0 1 1U,=0 

Можно показать, что для обратимых цепей й,. = — hyj. 
Ток на входе и напряжение на выходе выражаются системой 

= виа - 2a! 3 (7.17) 

Us = ва - Bool. 

Tak же нетрудно выяснить, что Qy = 1/241; до = 1/2, И 

ty (OP | 

8—7 , ; 1 — 1.” , 
2 U,=0 1 [2 =0 

Для обратимых цепей 5. = —6 и для симметричных четырех- 
полюсников имеет место связь: Ay, = 852; By = И... 
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Каждая из приведенных систем параметров может оказаться бо- 
лее удобной для применения к определенной схеме соединений или 
определенному типу задач. 

Приведенные уравнения описывают сдин и тот же четырехполюс- 
ник, т. е. параметры четырехполюсника связаны друг с другом — одни 
параметры можно выразить через другие, например в виде соотноше- 
ний (7.8). В табл. 7.1 приведены соотношения между всеми парамет- 
рами четырехполюсника. 

Поскольку поведение четырехполюсника полностью определяется 
его параметрами, два четырехполюсника различной структуры назы- 
вают эквивалентными, если их параметры одинаковы. 

Рис. 7.4 

Если схема четырехполюсника известна, то ее параметры можно 
определить с помощью общих методов анализа цепей, путем исключе- 
ния из уравнений всех переменных, относящихся к внутренним кон- 
турам и узлам. В случае простых конфигураций схем параметры 
можно определять по их физическому смыслу из режимов короткого 
замыкания или холостого хода. Существуют таблицы параметров для 
типовых конфигураций схем четырехполюсников. 

В качестве примера найдем параметры проводимостей []-образ- 
ного четырехполюсника (рис. 7.4, а). При коротком замыкании вы- 
хода ветви / и 3 соединены параллельно; в ветви 2 тока нет и ток на 
выходе определяется проводимостью ветви 3. Поэтому 

Yr=YitYs Ув==Ун= Уз Уж=У, У. (7.18) 

Для определения параметров передачи воспользуемся соотно- 
шениями (7.8): 

аи = — (1-- 7,23); а»в= — (1+ Уз); 
а8=—— 23; Ay=— (У, У У: У 225). 

Для Т-образного четырехполюсника (рис. 7.2, 0) параметры 
сопротивлений будут дуальны (7.18) и равны: 243—=Z2Z,+-Z3; 212= 
= 21==03; 220=0.+0.. По этим данным и формулам табл. 7.1 
получаем выражения параметров передачи: 

аа= 1 -- 2173; ар. 2. 21253; 

ал= Уз; Ay =1+4 Г. (7. 19) 

Эти параметры можно было также получить из рассмотрения ре- 
жимов короткого замыкания и холостого хода. 
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$ 7.3. СОЕДИНЕНИЯ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ 

Схема четырехполюсника сложной структуры может быть соста- 
влена из нескольких четырехполюсников более простой структуры 
путем соединений их выводов. Возможны различные способы соеди- 
нений входных и выходных выводов. Для определения параметров 
составного четырехполюсника по известным параметрам составляю- 
щих четырехполюсников удобно применять операции над матрицами 
параметров. 

Каскадное соединение 

При каскадном соединении, наиболее часто встречающемся, выход- 
ные выводы одного четырехполюсника соединяются с входными вы- 
водами другого (рис. 7. 5). В месте соединения напряжения и токи 
равны. Поэтому уравнения через параметры передачи двух четырех- 
полюсников (направление выходного тока изменено) можно записать 
в виде , , 

U; U, 

I, [3 

® U, 

ИА 
= 

=a” | =a” | 
(7. 

I, 

Производя подстановку, исключаем переменные в месте соеди- 

нения и получаем уравнения результирующего четырехполюсника: 

у. , ы . 

U1 =| а(1) | | а(2) | Us р . I, I; 

j р | = 2 в 
| ° eo "+ (2) pe (1) 

Как видим, матрицы пара- = & (a) Up (a?) U3 
метров передачи перемножа- ° 
ются. Следовательно, матрица 
параметров передачи четырех- Рис. 7.5 
полюсника, полученного пу- 
тем каскадного соединения, равна произведению матриц передачи 
составляющих четырехполюсников: 

[а == [аб а... a] (7.20) 

Параллельное соединение 

При параллельном соединении входные и выходные выводы соста- 
вляющих четырехполюсников соединяются параллельно (рис. 7.6). 

Напряжения обоих четырехполюсников одинаковы, и их урав- 
нения через параметры проводимостей имеют вид 

iy Uy hye 
jos [ly I je =ly"| 

Us 

Положим, что при параллельном соединении Параметры и урав- 

нения составляющих четырехполюсников не изменяются, т. е. выпол- 
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нено так пазываемое условие регулярности; тогда для результирую- 

дих токов на входе и выходе имеем 

Ре; = рр. (7.21) 
Суммирование уравнений обоих четырехполюспиков дает 

/ | 
7 = | у | +] У | | 

2 _ 

Следовательно, при параллельном соединении четырехполюсни- 
ков матрица проводимостей равна сумме матриц проводимостей со- 
ставляющих четырехполюсников: 

Ly J=Ny™ J+} y+... +ly® |. (7.22) 
Применение этой формулы допустимо только для соединений, не 

нарушающих условий регулярности. 

Uy, 
(о 

a 

i i” it, 
+ —=> — —— = + 

(6) © 

© ы 

i?) jt) 

(y) 

Puc. 7.6 Рис. 7.7 

На рис. 7.7 показан пример параллельного соединения двух про- 
стых четырехполюсников: уравновешенного и неуравновешенного. 

Из схемы видно, что ветвь 2 верхнего четырехполюсника замы- 
кается накоротко так, что его параметры и, следовательно, соотноше- 
ния между напряжениями и токами изменяются при соединении — 
условие регулярности не выполняется и формулу (7.22) нельзя при- 
менять. Нетрудно убедиться, что при параллельном соединении лю- 
бых трехполюсников условие регулярности всегда выполняется. 

Последовательное соединение 

- При последовательном соединении входные и выходные выводы 
четырехполюсников соединяются последовательно (рис. 7.8). 

Ввиду равенства токов обоих четырехполюсников уравнения че- 
рез параметры сопротивлений можно записать в виде 

OW Uy F 
Uy UY}? I, 

Полагая, что соединение регулярно, т.е. не изменяет парамет- 
ров-и уравнений составляющих четырехполюсников, для результи- 
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рующих напряжений на входе и выходе имеем 

=; O,=UY'-+ UY. (7.23) 

Сложив уравнения обоих четырехполюсников, получим 

I 
Г. 

При последовательном соединении четырехполюсников матрица 
сопротивлений равна сумме матриц сопротивлений составляющих че- 
тырехполюсников: 

[2 [=z |512... +28 || (7.24) 
Применение этой формулы требует также соблюдения условия 

регулярности. 
Аналогичным образом можно рассмотреть соединения: последо- 

вательно-параллельное, приводящее к суммированию матрицы й-па- 
раметров, и параллельно-последовательное, приводящее к суммиро- 
ванию матрицы ©-параметров. Каждый вид соединения сопровождается 

= (121-512) 
1 

(7. 

р, If 

— ——— 6 

O—-—e——| | @——(} 

+0“ (707) uy | LJ | 
| | 

7 | J 5 | 7 

7 i 

| | 
} } 

+ + jf | 4 ! б yl?) (2(2/) yf?) | | 

в—=— —+—о 2- = $ 

Рис. 7.8 Рис. 7.9 

операцией над матрицей параметров соответствующего вида — для 
каждой схемы соединения имеется один тип матрицы, приводящий 
к простейшей алгебраической операции. 

Анализ сложных цепей можно производить путем разбиения 
схемы на ряд более простых схем, имеющих структуру четырехпо- 
люсников, так что схему можно представлять как различным образом 
соединенные между собой составляющие четырехполюсники. На 
рис. 7.9 показан пример возможного разбиения заданной цепи. 

Среднюю часть можно представить как параллельное соединение 
Т-образного четырехполюсника из ветвей 3—4—5 и четырехполюс- 
ника из одной продольной ветви 6. Получившийся четырехполюсник 
соединяется каскадно с двумя Г-образными четырехполюсниками, 
расположенными слева (из ветвей [--2) и справа (из ветвей 7—8). 
Очевидно, разбиение можно производить различным образом. 

Если вид заданных матриц составляющих четырехполюсников 
отличается от вида, удобного для рассматриваемого соединения, то 
необходимо произвести соответствующее преобразование матриц. 
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Если полученный результирующий четырехполюсник соединяется 
иным образом с другими частями схемы, представленными также 
четырехполюсниками, то его матрицу необходимо снова преобразо- 
вать к новому виду, определяемому новым соединением. Таким обра- 
зом, расчет цепей с помощью метода четырехполюсника требует мно- 
гократного перехода от одной системы параметров к другой, который 
можно выполнять с помощью табл. 7.1. При этом нужно иметь также 
таблицы параметров типовых структур четырехполюсников. 

$ 7.4. ФУНКЦИИ ПЕРЕДАЧИ И ФУНКЦИИ ВХОДНОГО 

СОПРОТИВЛЕНИЯ НАГРУЖЕННЫХ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ 

Обычно четырехполюсные цепи служат для передачи сигналов 
в виде электрического напряжения или тока от источника к прием- 
нику (нагрузке). Нагрузка может быть представлена в виде пассивной 
двухполюсной цепи с заданным входным сопротивлением Z, = 1/У., 
подключаемой к выходу четырехполюсника (см. рис. 7.1). 

При наличии нагрузочного сопротивления напряжение и ток на 
выходе связаны между: собой соотношениями 

U,=— Z,I,; i,=— Y Us. (7.25) 

Смысл функций передачи, характеризующих цепь с точки зрения 
передачи сигнала от входа к выходу, мы уже рассматривали. Наряду 
с проводимостью и сопротивлением передачи вводились также свя- 
занные с ними безразмерные функции первдачи напряжений и токов. 

Функция передачи напряжений, вводимая при питании четырех- 
полюсника от источника напряжения, представляет отношение ком- 
плексов напряжений на выходе и входе и связана с проводимостыо 
передачи Y,,. — отношением комплексов тока на выходе (в нагрузке) 
и напряжения на входе: 

Hy=2=ZY wy. (7.26) 

Функция передачи токов, вводимая при питании четырехполюс- 

ника от источника тока, представляет отношение комплексов токов 

на выходе и входе и связана с сопротивлением передачи Zio — OTHO- 

шением комплексов напряжения на выходе и тока на входе. 

Hy) =2=Y Zy, (7.27) 
‘ 1 

Найдем выражения функций передачи через параметры четырех- 
полюсника и сопротивление нагрузки. Функцию передачи напряже- 
ний получим, если в первом уравнении через параметры передачи си- 
стемы (7.7) или втором уравнении через параметры проводимостей 
системы (7.1) заменим ток выхода согласно (7.25): 

Но и. (7.28) 
UY, 11 -|- @12У2 Yoot Ye 
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Аналогично, заменяя напряжение выхода согласно (7.25) во вто- 
ром уравнении системы (7.7) или во втором уравнении системы (7.4), 
получим функцию передачи токов: 

1 —2 Н,— - 21 (7.29) [= 7 = GIF 
ао -|- Ag Ze 202 22 

Как видим, функции передачи определяются только двумя пара- 
метрами четырехполюсника из трех. 

Если интересуются током или напряжением на входе четырехпо- 
люсника, то следует определять входную проводимость или входное 
сопротивление. Используя связь (7.25) между током и напряжением 
на выходе и взяв отношение первого и второго уравнений системы (7.7), 
получим выражение входного сопротивления через параметры пере- 
дачи: 

7—1 __ Qyy + а12 2 — паба а, (7.30) 

п Gay + 42272 Ae1Z9-+ Are 

В частных случаях короткого замыкания (Z, = 0) и разрыва 
(У, = 0) выхода четырехполюсника получаем входное сопротивление 
и входную проводимость: 

Ly = 211 =0@11/41; Укз==Ун = @55/ Чо. (7.31) 

При общем рассмотрении свойств нагруженных четырехполтосни- 
ков вводят обобшенное понятие функции цепи, частными случаями 
которой являются фупкции передачи и входные функции: 

F, . . . 

Py 

Здесь FP, — комплекс интересующей нас реакции Ha выходе или входе 
цепи; 

Е, — комплекс действующего на входе сигнала. 
Как было установлено в главе 5, функция цепи из конечного числа 

сосредоточенных элементов является рациональной дробью от комп- 
лексной частоты: 

М ($) __ к "Ката" 1+... asta 

НКУ К еб (7.33) 
где $, — полюсы функции цепи или частоты собственных колебаний 

цепи. 
Вид рациональных дробей имеют также все рассмотренные пара- 

метры четырехполтосника. 

$ 7.5. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ 

Для расчетов некоторых видов цепей, составленных из каскадного 
соединения четырехполюсников, удобно применять вместо рассмот- 
ренных параметров так называемые характеристические параметры, 
введенные из теории цепей с распределенными параметрами. 
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Для симметричных четырехполюсников, определяемых двумя па- 
раметрами, вводятся соответственио два характеристических пара- 
метра: характеристическое сопротивление Z,, определяющее вход- 
ное сопротивление, и характеристическая постоянная передачи у, 
определяющая передаточные свойства в характеристическом режиме. 

Характеристическое сопротивление представляет такое комплекс- 
ное сопротивление, при включении которого в качестве нагрузки 
входное сопротивление четырехполюсника становится равным нагру- 
зочному сопротивлению: Z = Z, (рис. 7.10, а). В соответствии с этим 

И || | = 
2— -—= 

8) @) 

+7 we T+ +h 
И! Les и Les Np Е 5. ‘| jo 

5) 

Рис. 7.10 

определением, полагая в (7.30) 2, = Z, и а, = а». (симметричный 
четырехполюсник), получаем уравнение 

7—7 __ аибс -|- а12 — 0. = , 
AQyle Наци 

Отсюда найдем выражение для Z, через параметры передачи: 

Ze=V аль/аы =V 2ш/ун. (7.34) 

Из последнего равенслва, написанного с учетом соотношений (7.31), 
заключаем, что характеристическое сопротивление равно среднему 
геометрическому из сопротивлений короткого замыкания и холостого 
хода. 

Характеристическая постоянная передачи у = © + [В определяется 
функцией передачи четырехполюсника в режиме характеристической 
нагрузки; величина, обратная функции передачи напряжений или 
токов, при 2. = Z, принимается равной 

Ot ем 4) —erel ет, (7.35) 
Uz, Us 

Постоянная передачи представляет логарифм натуральный OT OT- 
ношения комплексов напряжений (токов) на входе и выходе четырех- 
полюсника: 

y= a+ В= Шу. + j (би — 0). (7.36) 
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Ее вещественная составляющая — характеристическое затухапие 
Q@ — представляет измеренное в логарифмическом масштабе отноше- 
ние модулей напряжений (токов) на входе и выходе четырехполюс- 
ника, а мнимая составляющая В = а.—@.» равна углу сдвига фазы 
между выхолным и входным напряжениями (токами). 

Затухание измеряют в неперах (wert): 1 nen соответствует умень- 
шению папряжения на выходе ве = 2,72 раза, 2 Hen — в е* раз. За- 
тухание. измеряют также в децибелах (06): 

a= 20 leo [96]. 

Уменьшению напряжения на выходе в 10 раз соответствует 20 06, 
в 100 раз — 40 06. Если величины напряжений (токов) на входе и вы- 
ходе одинаковы (U, = (5), то затухание равно нулю. 

Полагая в (7.28) и (7.29) проводимость нагрузки У. = 1/Z,, при 
‘учете (7.34) имеем для симметричного четырехполюсника (а11 == Ago) 
в характеристическом режиме 

0 —— 1 ae 
=F. == yi + V ayo; — tel, (7.37) 
Us ly 

Постоянная передачи симметричного четырехполюсника Для 

напряжений H токов одинакова и равна 

== [п (а + V Qy2Qx ). (7.38) 

Характеристическое сопротивление и постоянная передачи пол- 
ностью определяют поведение симметричного четырехполюсника в ре- 
жиме характеристической нагрузки, когда сопротивление нагрузки 
и входное сопротивление четырехполюсника равны: Z = Z, = Zz. 

Выразим параметры передачи через характеристические пара- 
метры, называемые вторичными. Из определителя (7.9) 

@1142э — Ay oly == Qh, — Ay 2A = (au 4- Уа а ) (au — у 91521 ) =] 

при учете (7.37) имеем 

а -Е У алзаы =е'; 

а1— У ара =e. 

‚Сложепие и вычитание дают 

Qyy == зо == СП 9; У аа = sh y. (7.39) 

Из последнего выражения с учетом (7.34) получаем 

Я 12 == 0с$8}; а== ес! shy. (7.40) 

Запишем уравнения симметричного четырехполюсника, выра- 

женные через характеристические параметры: 

Uy=Usch y+ ев (7.41) 
[== (150! sh y+/.ch Y- 
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Взяв отношение выражений (7.39) при учете (7.34), получим 

cth p= V 2. (7.42) 

Гиперболический котангенс постоянной передачи равен корню 
квадратному из отношения сопротивлений холостого хода и корот- 
кого замыкания. 

Рассмотрим теперь каскадное соединение симметричных четырех- 
полюсников в режиме характеристической нагрузки (рис. 7.10, 6). 
Так как входное сопротивление каждого четырехполюсника, равное 
2, является нагрузочным для предыдущего, то все четырехполюсники 
находятся в одинаковом режиме, если только к выходу крайнего 
справа четырехполюсника присоединено сопротивление Z,.. В резуль- 
тате получаем согласованное соединение, когда режим любого звена 
цепи не зависит от присоединения других звеньев. При таком соеди- 
нении получаются очень простые соотношения для результирующей 
постоянной передачи всей цепи. Если для составных звеньев постоян- 
ные передачи 

— п “i v,= In =, 
Uy Us 

то постоянная передачи для всей схемы 

Ti 

== [п 1 — [п |: Us ... Un | wee tyne (7.43) 
n-|-1 (о Оз Опа 

Затухание и фаза равны суммам затуханий и фаз отдельных звеньев. 
В случае несимметричных четырехполюсников необходимо вводить 

три характеристических параметра: два характеристических сопро- 
тивления 0.1 И Се» и постоянную передачи. Оба сопротивления удов- 
летворяют следующим условиям (рис. 7.10, в): если к выходу четырех- 
полюсника присоединить сопротивление 2.., то его входное сопроти- 
вление равно 2.1; если же к входу присоединить сопротивление бд, 
то входное сопротивление справа, называемое выходным, равно Zp. 
Выражения этих сопротивлений имеют вид 

Zot —_ у = (11412 22 = у ae 91222 (7.44) 

02122 а11Ао1 ° 

Постоянная передачи получает также более сложный вид: 

у= шп (У ана» —V ayn). (7.45) 

При встречном каскадном соединении двух одинаковых несиммет- 
ричных четырехполюсников (выход первого четырехполюсника сое- 
диняется с выходом второго), очевидно, получим симметричный че- 
тырехполюсник. 

Следует обратить внимание на то, что характеристические сопро- 
тивления представляются иррациональными выражениями. Это го- 
ворит о том, что их нельзя получить с помощью цепей, состоящих 
из конечного числа сосредоточенных элементов: сопротивление 2 
является рациональной дробью от $5. 
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$ 7.6. РАСЧЕТ ФИЛЬТРОВ ПО ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИМ 

ПАРАМЕТРАМ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ 

Электрический фильтр представляет четырехполюсник, пропускаю- 
щий без затухания (или с малым затуханием) сигпалы, частоты кото- 
рых лежат в заданной полосе (полосе пропускания), и задерживающий 
или пропускающий с большим затуханием сигналы с частотами вне этой 
полосы (полосы задержки). Граничную частоту между полосой про- 
пускания и полосой задержки называют частотой среза ®.. Различают 
фильтры: нижних частот с полосой пропускання 0 < ® < @,, верх- 
них частот с полосой пропускания @ > ®., полосовой фильтр, про- 
пускающий частоты в полосе Wy < ® < Wy, и заграждающий фильтр 
с полосой задержки Oy < ® < о... 

Рассмотрим метод расчета фильтров из реактивных элементов, 
основанный на использовании характеристических параметров. Co- 
гласно этому методу фильтр предполагается состоящим из каскадно 
соединенных согласованных звеньев, находящихся в режиме харак- 
теристической нагрузки. Поэтому расчет фильтра сводят к расчету 
типового звена из реактивных элементов Т-или П-образной симметрич- 
ной структуры (рис. 7.4, а, 6) исходя из условия обеспечения зату- 
хания © = 0 в полосе пропускания и & > 0 в полосе задержки. Хотя 
желательно иметь бесконечное затухание во всей полосе задержки, 
это условие невыполнимо при конечном числе элементов звена. 

Наиболее простым получается расчет в случае звеньев типа К, 
у которых продольная и поперечная ветви являются дуальнымн, 
так что произведение их сопротивлений Z,Z, = (Ejx,) (ix) = №? 
является положительной вещественной постоянной. 

Изложение метода расчета звеньев типа k будем производить на 
основе выражений (7.34) и (7.42) характеристических параметров че- 
рез сопротивления холостого хода и короткого замыкания: 

СВ y= Уна; (с = V 243/ Iii. 

Сопротивление 23, и проводимость у! для реактивных четырех- 
полюсников являются мнимыми: 

211 — JX (6); 447 = JO (6). 

В зависимости от частоты ХИ by, могут принимать положительные, 

отрицательные или нулевые значения. Произведение и отношение 

параметров 

. 211 X11 (©) 
Zz —— x,,(w)b,,(mo)) “= Se 11/11 и ( ) u ( ); р by (©) 

являются вещественными величинами противоположного знака — поло- 

жительными или отрицательными в зависимости от того, совпадают или 

не совпадают знаки xX, и by, в рассматриваемом диапазоне частот. 

Следовательно, корни из них, определяющие характеристические пара- 

метры, могут принимать только два значения: вещественное или 

мнимое. 
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Если знаки хи и 0,, совпадают, то cth yp имеет мнимое значение, 
a Z, — вещественное. Если же знаки х1 и 6:1 не совпадают, то cth y 
имеег вещественное, а Z, — мнимое значение. 

Представим котангенс гиперболическнй в виде 
Е ООВ 17а В _ сту — па)  tha+jigp = 
tg a (1+tg2 В) —7+ 1 — th? a) 

= oe Crea =Vi~ subi. ne) 
Заметив, что выражения в скобках в числителе принимают только 

положительные значения (| tha| < 1 при а < oo), рассмотрим два 
возможных случая. 

|. Знаки хи и 6:1 совпадают; котангенс гиперболический имеет 
мнимое значение. Вещественная часть в (7.46) должна быть равна 
нулю, поэтому 

tha=0; a=0; В-=20. (7.47) 

Tak как а = 0, имеем полосу пропускания, в которой затухание 
отсутствует, происходит лишь сдвиг по фазе сигналов на входе и вы- 
ходе, определяемый, как следует из (7.46), соотношением 

ctg B=V хаба. (7.48) 

В полосе пропускания характеристическое сопротивление будет 
вещественным. | 

2. Знаки Ха и by, различны; котангенс гиперболический имеет 
вещественное значение. Приравнивая мнимую часть (7.46) нулю, 
получаем 

tgB=0; В=0; мл; 2m... ; 1109520; a>0. (7.49) 

Поскольку a >> 0, имеем полосу задержки, в которой происходит 
затухание сигнала, определяемое, как следует из (7.46), выражением 

cth a=V — Хаб 11 . (7.50) 

Фазовый сдвиг здесь не меняется. Характеристическое сопроти- 
вление имеет мнимое значение, т. е. является реактивным. 

Таким образом, определение полосы пропускания или задержки 
реактивного фильтра сводится к установлению условий совпадения 
или несовпадения знаков x1, и 6:1. Для выявления их знаков в зави- 
симости от частоты удобно числители и знаменатели выражений 211 
и и. представлять в виде множителей, т.е. через нули и полюсы, 
которые в случае реактивных цепей лежат на мнимой оси. При про- 
хождении частоты через эти точки и происходит изменение знака 
реактивного сопротивления и проводимости. 

Расчет звена типа & в соответствии с приведенной теорией состоит 
в том, что для заданных структур простых симметричных Т- или []- 
образных звеньев из реактивных элементов составляются выражения 
211 И Yy, И определяются их нули и полюсы. Граничная частота полосы 
пропускания (частота среза) будет равняться тому полюсу, при ко- 
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тором происходит переход от совпадения к несовпадению знаков ха: 
и 611. 

Рассмотрим симметричное Т-образное звено (рис. 7.11, a) фильтра 
нижних частот, который пропускает без затухания сигналы с часто- 
тами 0 < w < о, и задерживает сигналы с частотами вне этой полосы. 

(0 

Рис. 7.11 

Сопротивление звена при разомкнутом выходе 

Г s?-+22/LC 
eo ° > tA . (7.51) 

Проводимость короткого замыкания 

—2 @+2/LC 
Au TS $ (s2+-4/LC) ° (7.52) 

На рнс. 7.11, 6 показаны расположение нулей и полюсов и зави- 
CHMOCTH от частоты хи и 611, значения которых меняют знак в нуле 
и полюсе. Частота среза равна полюсу — резонансной частоте кон- 
тура, получающегося при коротком замыкании входа и выхода: 

в‹ =2/И LC. (7.53) 

При o < о. знаки x1, и by, совпадают — имеем полосу пропуска- 
ния (0% == 0); при ® > ®. знаки x1, и by, различны — имеем полосу 
задержки (а > 0). Примерные графики изменения затухания и фазы 
представлены па рис. 7.12, а. Фазовый угол положителен —- напря- 
жепие па выходе отстает от напряжения па входе (как легко убедиться 
построением векториой диаграммы) и растет от нуля (® = 0) до п 
(в полосе задержки). При ®«»®‹. напряжение (7. будет определяться 
напряжением на емкости, которое сдвинуто по фазе на 180° по отно- 
шению к напряжению Uj. 

Если соединить каскадно п звеньев, то в п раз увеличатся затуха- 
ние в полосе задержки и фазовый угол. 

Характеристическое сопротивление 

ZV tli = = У -ЕИГС 
при S==/@ равио 

= LIC И 1—(o/e,). (7.54) 
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Зависимость от частоты характеристического сопротивления по- 
казана на рис. 7.12, 6. В полосе пропускания оно вещественно (яв- 
ляется активным сопротивлением, кривая /), на границе обращается 
в нуль, а в полосе задержки — мнимое (имеет индуктивный харак- 
тер, кривая 2). 

af Lp 

IL | г----- р 
/ y 

B / в / 
/ и 

/ и 
/ 1\ /2 

„и“ / 

Wp Ww Wp [72 

0.) 6) 

Pue. 7.12 

Частотная характеристика реальной нагрузки (обычно в виде 
активного сопротивления) отличается от приведениой, и условие 
согласования ие выполняется. Это должно привести к отклонению 
действительных данных фильтра от расчетных. Очень сильное изме- 
непие сопротивления 2, с частотой является одним из недостатков 

mL/2 mt /2 71/2 

ТТ 
Полузвено типа т Звенья типа К 

6) 

Рис. 7.13 

Го 
Полузвено типа т 

фильтров типа k. Другим существенным их недостатком является ма- 
лая крутизна нарастания затухания вблизи частоты среза. 

Оба указанных недостатка можно уменьшить, если применить ви- 
дсизмененные (производные) звенья типа т. Видоизменение состоит 
в замене поперечной емкости исходного звена типа К (прототипа) 
последовательным резонансным контуром или продольной индуктив- 
ности прототипа параллельным контуром. Ограничимся рассмотре- 
нием производпого звена первого типа, изображенного на рис. 7.13, a, 
где приведены значения элементов, которые зависят OT вещественпого 
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положительного коэффициента т < 1. В предельном случае т = | 
производное звено переходит в звено-прототип (типа fA). 

Значения элементов производного звена L’ = mL, С’= mC и 
| , — m2 

[в = =, 4b выбраны из условия, чтобы частота среза и характери- 

стическое сопротивление звена типа т и прототипа — звена типа Е 
Т-образной структуры были одинаковы. Действительно, частота среза 
т-звена, определяемая произведением индуктивности и емкости кон- 
тура, получающегося при коротком замыкании входа и выхода, 

2 1 4 р 
Wom = me | [= и mC —~ TC = We. 

_4 т 4 

Отношения продольной индуктивности к поперечной емкости 
у обоих звепьев также равны (mL/mC) = L/C и, следовательно, со- 
гласно (7.04) равны HX характеристические сопротивления Дт = Z,, 
так что звснья типа т могут включаться каскадно со звеньями типа К. 

Но если Т-образиое т-звено разбить на два каскадно соединенных 
навстречу друг другу одинаковых Г-образпых четырехполюсника 
(рис. 7.13, 6), то получим два несимметричных полузвена. Характе- 
ристическое сопротивление первого полузвена слева, очевидно, будет 
равно Z,, = Z,, а справа согласно (7.44) и (7.19), если положить (5 = 
= 0, когда аи = 1+ 2,У., аль = 71, а = Уз и а» = I, 

| Ао 7 a|/ az a ЗВ 
7? 411  @> 3 ] 21-Е 23 

a/ L 1— (1—1?) 02/6 _ и Е. c (7.55) 
C V 1— o2//@?2 

Зависимость от частоты сопротивления (,. при пескольких зна- 
чениях 2 показана на рис. 7.14, a. При т = 0,6 сопротивление 0.5 

Lop х | 
т, <] 

ШП =] 

fizz 
= 

a M7 
oo WwW 

(Up 7 pe if (4. ||! ГИ 0 Wr 0) 

р AxIn. _ | SEMA. ИНО. 

п, } 0} 

Рис, 7.14 

мало отклоняется от постоянного значения в значительной части по- 
лосы пропускапия, что улучшает условия согласования с активным 
нагрузочным сопротивлением в полосе пропускания. у 

Постоянная передачи, в частности постоянная затухания звена 
типа т, в полосе задержки получается совершеннс иной, чем у звена 
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типа ^. Наличие в поперечной ветви последовательного контура с ре- 
зонансиой частотой, превышающей частоту среза 

| | 9 We 

Хр = == > —. — = — _ < 7 56 

P VLC УТ VIC Vim > Oe (7.56) 

дает полюс затухания (бесконечное затухание) при ® = Oy, (Uz == 0). 
Это приводит к значительному увеличению крутизны затухания 
вблизи полосы задержки (рис. 7.14, 6). Чем меньше значение т, тем 
ближе частота ©, к частоте среза и тем больше крутизна. Но в отличие 
от звена типа k, где с увеличением частоты затухание монотонно рас- 
тет до бесконечности, здесь при ® > ®, затухание уменьшается. 
При в — со емкость представляет короткое замыкание и, как видно 
из схемы звена, напряжение на выходе, равное напряжению Ha ин- 
дуктивпой нагрузке в схеме из Г, элементов, имеет конечное, отличное 
от нуля значение. 

Отношение модулей напряжений и затухание в полосе задержки 
при © > Wp, получаются незначительными, что является существен- 
ным недостатком звеньев типа m. Достоинством звеньев этого типа 
является повышение крутизны затухания вблизи частоты среза. 

Для устранения недостатков обоих типов звеньев и использования 
их достоинств применяют каскадное соединение звеньев типа А с двумя 
полузвеньями типа т, располагая последние Ha выходе и входе 
(рис. 7.13, в). При этом удается, улучшив условия согласования с на- 
грузкой на выходе и внутренним сопротивлением источника на входе, 
получить фильтр, затухание которого одновременно имеет высокую 
крутизну вблизи частоты среза и достаточно большое значение в по- 
лосе задержки. 

$ 7.7. ФИЛЬТРЫ ВЕРХНИХ ЧАСТОТ. ПОЛОСОВЫЕ ФИЛЬТРЫ 

Фильтры других видов могут быть рассчитаны аналогично приве- 
деписму выше расчету фильтров нижних частот. Но они могут быть 
получены также путем пересчета дапных исходного фильтра нижних 
частот с помощью широко применяемого в теории цепей преобразова- 
ния частоты. 

Фильтр верхних частот 

Полоса пропускания ® > ®. и полоса задержки OK wo < w, 
этого фильтра обратны частотным характеристикам фильтра нижних 
частот. Для сведения фильтра нижних частот (прототипа) к искомому 
фильтру верхних частот используют преобразование 

008 s=—, (7.57) 
_ р 

При s=jo и р==ю 
w? ,. 

0 —=— =. (7.58) 
9) 
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График этой зависимости показан на рис. 7.15, а, из которой на- 
глядно видно преобразование полосы пропускания фильтра нижних 
частот (по вертикальной оси) в полосу задержки фильтра верхних 

WwW 

V2 
ni _ _ o— i——o 
1 

=} pen 1/w 26 
~Wr | 

~W,| TT O-= 6 (7) 

a) 0) 

Рис. 7.15 

частот (по горизонтальной оси). Если W,. и ®. — частоты среза соот-. 
ветственно фильтра-прототипа и проектируемого фильтра верхних 
частот, то 

602 — сс. (7.59) 

Cxemy цепи и значения элементов получим путем замены индук- 

тивного элемента емкостным: 

р. бо, (7.60) 
р р 

и емкостного элемента — индуктивным: 

СЯ, Гос. (7.61) 
р pL 

Полученная таким путем схема звена фильтра верхних частот 
приведена на рис. 7.15, 6. 

Полосовой фильтр 

Полоса пропускания полосового фильтра лежит между двумя 
частотами среза Oy KO XX Weg, а полоса задержки — вне этого диа- 
пазона. Для получения такой частотной характеристики используют 
преобразование 

gp OO (7.62) 
_ р 

При s=jo и р=ю 

a (7.63) 
0) 

Из графика этой функции, представленной на рис. 7.16, а, можно 
убедиться, что полоса пропускания фильтра пижних частот (по вер- 
тикальной оси) преобразуется в полосу пропускания искомого поло- 
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сового фильтра (по горизонтальной оси). Положив в соотношении 
(7.63) © = ®‹, можно найти соответствующие граничные частоты по- 
лосового фильтра Wy И ®.. из уравнепия 

0? — 0,0 — 6% ==0. 

Отсюда с учетом рис. 7.15, а получаем 

Op = 0) 1923 Ф®Фо— Wey = 2.. (7.64) 

Для определения схемы цепи и значений элементов преобразуем 
индуктивный элемент в соответствии с (7.60): 

sL—=pL +S = ph + С: L=L; (=. = (1.65) 

Индуктивный элемент, как видно, преобразуется в последова- 
тельный резонансный контур. Преобразование емкостного элемента 

sC = pC +28 = p64. C=C; — (7.66) 
р pL С 

дает параллельный резонансный контур. 

1/2 2hopt —— L/2 
b их №7 

I/we C 

6) 

Рис. 7.16 

Полученная в результате преобразования частоты схема полосо- 
вого фильтра приведена на рис. 7.16, 6. Аналогично можно получить 
заграждающий фильтр с полосой задержки, лежащей между часто- 
тами среза Oy < ® < We. и ПОЛОСОЙ пропускания вне этого диа- 
пазона, если применить преобразование, обратное (7.63).



ГЛАВА ВОСЬМАЯ 

ТРАНСФОРМАТОРЫ, СВЯЗАННЫЕ КОНТУРЫ 

И ТРЕХФАЗНЫЕ ЦЕПИ 

$ 8.1. ТРАНСФОРМАТОРЫ В ЛИНЕЙНОМ РЕЖИМЕ 

В этой главе, так же как и в конце предыдущей главы, несколько 
отступим от рассмотрения общих вопросов анализа линейных цепей 
и разберем некоторые конкретные виды электрических цепей: транс- 
форматоры в линейном режиме, связанные колебательные контуры 
и трехфазные цепи. Эти виды цепей имеют широкое применение и 
поэтому знакомство с ними необходимо каждому электрику. 

Будем рассматривать указанные цепи в установившемся синусои- 
дальном режиме. Наряду с выяснением электрических процессов при 

р R, M и, р l, Г, 
ip aia —_N cS — м =. 

A | | % % р 

| ie . | 1. 

И! 3 [2 Up Uy, U, 
| } 1 } 

—() 

L} 0) 

Рис. 8.1 

изложении основное внимание будем уделять вопросам расчетов це- 
пей и применению методов и приемов, данных в предыдущих главах. 

Широко используемые в электротехнике двухобмоточные транс- 
форматоры представляют две индуктивно связанные катушки, назы- 
ваемые обмотками. 

В трансформаторах с сильной связью (К. = 1) обмотки распола- 
гаются на общем ферромагнитном сердечнике. Трансформатор со сла- 
бой связыо (№ < 1) без ферромагнитного сердечника называют воз- 
душным. 

Предполагая отсутствие насыщения сердечника, будем считать 
режим в трансформаторе линейным. Схему трансформатора, пред- 
ставленную на рис. 8.1, а с учетом сопротивлений обмоток, можно 
рассматривать как четырехполюсник, уравнения которого через па- 
раметры сопротивлений имеют вид 

Uy == 2!) + 21215; (8.1) 
Ug = Za! 14 2251, 
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где 2,1 = Ry + joly 25 = Re + foals; 21 = 2%, = joM — параметры 
сопротивлений холостого хода. 

Запишем выражения функций, характеризующих трансформатор 
с точки зрения передачи токов и напряжений с первичной стороны 
(входа) ко вторичной стороне (выходу). 

Из второго уравнения (8.1) получаем функцию передачи токов 

2 РМ (8.2) 
Л Zo + Ly Ro+jole+Zy 

где Z, — сопротивление нагрузки. 
Отношение уравнений (8.1) с учетом (8.2) дает функцию передачи 

напряжений 

(7, — 215 — JoMZ, (8.3) 

U; 211 (252 + Zy) — 21. (Ri-+ юг) (Re-+ jol,+Zy) + 02M? 

Со стороны входа (с первичной стороны) режим трансформатора 
определяется входным сопротивлением. Из первого уравнения (8.1) 
с учетом (8.2) получаем выражение входного сопротивления транс- 
форматора: 

@2M2 

=“ =ан— = Ry + jol,-+ и (8.4) 
Л 20% -|- Lys Ro-- f@Le--Z 

Первое слагаемое здесь зависит только OT параметров первичной 
стороны трансформатора. Второе слагаемое зависит от параметров 

вторичной стороны, включая сопротивление на- 
грузки, а также от коэффициента взаимной ин- 
дукции и учитывает влияние выходного кон- 
тура на входной. Его называют вносимым 

Ll сопротивлением: оно вносится из вторичной 
обмотки в первичную благодаря индуктивной 
связи и зависит не только от нагрузочного со- 
противления, но и от степени связи. 

Чтобы сделать более наглядным последую- 
щее изложение, будем рассматривать трансфор- 
матор с ненасыщенным ферромагнитным сер- 
дечником со средней длиной [, сечением $, про- 

Рис. 8.2 ницаемостью и и двумя обмотками с числами 
витков N, и № (рис. 8.2). 

Пренебрегая обычно небольшим рассеянием, можно полагать 
весь поток замыкающимся в сердечнике и принимать магнитное поле 
в сердечнике однородным с напряжениостью Н. Согласно закону 
полного тока намагничивающую силу H.C. или липейный интеграл 
напряженности поля по замкнутому контуру, который равен пол- 
ному току, охватываемому этим контуром, можно представить как 

§ Hdl =HI=Ny/,, 
Здесь J,—TOK намагничивания, необходимый для создания в сер- 

дечнике магнитного потока 
== В5 =иНо. 
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Объединяя два последних равепства, получим выражение Для 

магнитного потока в сердечнике в зависимости OT н. с. (ампервит- 

ков), имеющее вид, аналогичный закону Ома для Ю-элемента и назы- 
ваемое законом Ома для магнитной цепи: 

Мы _ Nyy, 

то, 
| . 

где К, == ny — сопротивление магнитнои цепи сердечника. 

Умножение обеих частей этого выражения на №, дает величину 
потокосцепления, пропорционального току: 

Y=N,O=L,/,. 

Входящий сюда коэффициент пропорциональности — индуктив- 
ность намагничивания 

ФМ SN? | [= =" —1.. (8.5) 

При принятых допущениях индуктивность намагничивания полу- 
чается равной индуктивности первичной обмотки. Из (8.5) следует, 
что индуктивпости обмоток трансформатора пропорциональны квад- 
ратам чисел витков. 

Для ряда применений трансформаторов необходимо, чтобы функцин 
передачи пе зависели от частоты в возможно широкой полосе частот. 

Если пренебречь потерями в обмотках и принять R, == R, = 0, 
то, как можно видеть из выражения (8.3), условием независимости OT 
частоты функции передачи напряжений является идеальная магнит- 

ная связь между обмотками (№ =Р и M=VL,L,), когда 

№ М чи М | ИГ == —. 
U, LL, V Гы Ni п 

Здесь принято, что индуктивности обмоток, расположенные Ha од- 
ном ферромагнитном сердечнике, пропорциональны квадратам чисел 
витков; отношение чисел витков называют коэффициентом трапсфор- 
мации трансформатора. 

В трансформаторах с идеальной магнитной связыо рассеяние 
отсутствует, и весь поток сердечника представляет поток взаимной 
индукции, сцепляющейся с обеими обмотками. При этом напряжения 
в обмотках будут пропорциснальны числам витков, что и находит от- 
ражение в (8.6). Условия, близкие к рассматриваемому случаю, до- 
стигаются только в трансформаторах с ферромагнитными сердечнн- 
ками. 

Условием независимости от частоты функции передачи токов, как 
следует из выражения (8.2), является [..-> со и, следовательно, 
в силу пропорциональности чисел витков, [1 -— со. Приблизиться 
к этому условию можно, применяя большие числа витков и сердечник 
с высокой магнитной проницаемостью, когда можно пренебречь то- 
ком намагничивания, связанным с потоком сердечника, и токи В OG- 
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мотках оказываются пропорциональными друг другу. Если одновре- 
менно k, = 1, то из выражения (8.2) имеем 

АМ м i = L, =: ИГТ — м, — п. (8.7) 

Знак «минус» здесь обусловлен выбором положительного напра- 
вления тока /.. 

Трансформатор с коэффициентом связи Re = | и бесконечно боль- 
шими значениями индуктивностей, в котором отношения напряжений 
и токов определяются выражениями (8.6) и (8.7), называется идеаль- 
ным. Идеальный трансформатор, условное обозначение которого 
дано на рис. 8.1, 6, представляет новый идеализированный четырех- 
полюсный элемент цепи, преобразующий уровни напряжений и тока 
в п раз при постоянстве их произведения, т. е. мощности. Механиче- 
скими аналогами такого элемента являются рычаг при малых пере- 
мещениях — для поступательного движения и зубчатая передача — 
для вращательного движения, которые преобразуют значения ско- 
рости и силы или момента врашения. | 

Соотношения для идеального трансформатора можно записать 
в виде уравиений четырехполюсника через параметры передачи: 

lo 
Ui=> U,+ 0; 

[,=0+n(— Г.). 

Параметры передачи: а} == [/й; Ay = Ao, = 0; а = п. 
Входное сопротивление идеального трансформатора, нагружен- 

ного сопротивлением Ги, с учетом (8.8) 

(8.8) 

Za — pp ИИ. (8.9) 
осы 

Как видим, идеальный трансформатор изменяет модуль сопроти- 
вления нагрузки в 1? раз. Поэтому трансформаторы часто применяют 
для изменения уровня сопротивлений с целью согласования нагрузки 
с конечным внутренним сопротивлением источника. Трансформаторы 
используются также для изменения уровня напряжений или токов 
в устройствах передачи и распределения электрической энергии, для 
электрической развязки (изоляции) двух цепей, для’ изменения по- 
лярности напряжения и т. д. 

Реальные трансформаторы имеют характеристики, в той или иной 
мере отличающиеся от характеристик идеального трансформатора. 
Прежде всего коэффициент связи А. < 1, и имеются потоки рассея- 
ния. Индуктивности обмоток конечны и поэтому ток намагничивания, 
связанный с общим потоком взаимной индукции в сердечнике, отли- 
чен от нуля. Не равны нулю также потери энергии в обмотках и сер- 
дечнике. Учет указанных паразитных эффектов удобнее всего произ- 
водить путем введения соответствующих сосредоточениых элементов 
цепи аналогично тому, как это делается для учета паразитных эффек- 
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тов в реальных элементах. В результате введения указанных эле- 
ментов получим электрическую схему замещения трансформатора, 
широко применяемую при расчетах цепей с трансформаторами и про- 
ектировании самих трансформаторов. 

$ 8.2. СХЕМА ЗАМЕЩЕНИЯ ТРАНСФОРМАТОРОВ 

В § 6.9 была получена схема замещения для двух индуктивно свя- 
занных катушек в виде Т-образной схемы, которая является чисто 
расчетной схемой, поскольку одна из индуктивностей может быть 
отрицательной. Для трансформаторов более целесообразна так назы- 
ваемая приведенная схема замещения, элементы которой имеют про- 
стой физнческий смысл и могут 
быть вычислены нли измерены. ЛД |, 

А? 
Эту схему замешепия можно, так +g—7 ЗА, 
же как и упомянутую Т-образную | 
схему, получить формальным путем (| Ry {Up 
из уравнений трансформатора. Ho р р 
для наглядности получим ее, взяв с © 
за основу идеальный трансформа- 
тор (рис. 8.3, а) и добавляя к нему 
элементы, учитывающие основные 
паразитные эффекты. 

Потери энергии в обмотках 
трансформатора при протекании в 
них токов естественно учитывать 
активными сопротивлениями R, 
Ю., включенными последовательно 
с катушками первичной и вторич- 
ной стороны. 

Энергия, запасаемая в магнит- 
ных потоках рассеяния, также 
определяется токами обмоток. Поэтому индуктивности рассеяния, 
учитывающие эффект запасания энергии и наведения напряжения 
в обмотках от потоков рассеяния 

[а = МФИ Г; Ру» = NoDyo/ [ь, 

также включаются последовательно с катушками. 
Поток взаимной индукции, который создается намагничивающей 

силой, обусловленной током намагничивания, будет наводить в пер- 
вичной обмотке трансформатора напряжение U, = |юМ.Ф. Поэтому 
величина тока намагничивания получается пропорциональной напря- 
жению: 

Рис. 8.3 

у __ ФМ; — U 1 he > ote (8.10) 
р 

Здесь oly — сопротивление индуктивности намагпичивания, равное 

отношению Напряжения и тока намагпичивапия. 
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В случае ферромагнитных сердечников с магнитной проницае- 
MOCTbIO и, сечением 5 и средней длиной J согласно (8.5) индуктивность 
намагничивания равна индуктивности первичной обмотки. В схему 
она включается в соответствии с (8.10) параллельно катушке первич- 
ной сторопы идеального трансформатора. 

Параллельно индуктивности [ необходимо включить сопроти- 
вление R., учитывающее потери в сердечнике — на гистерезис и вих- 
ревые токи в листах стали, которые пропорциональны квадрату маг- 

нитной индукции и, следовательно, 
напряжения. 

Идеальный трансформатор в 
схеме производит лишь деление 
напряжения и умпожепие тока BN 
раз. Если на схеме замещения 
вместо величин вторичной стороны 
ввести величины, приведенные к 
первичной стороне:  /) = /,/n, 

Рис. 8.4 Us = п (о; 72 == И?7,, то идеальный 
трансформатор можно убрать из 

схемы. В результате получим электрическую схему замещения с при- 
ведением величин к первичной стороне (рис. 8.3, 6). Подобным же об- 
разом можно приводить величины первичной стороны ко вторичной. 

Схема замещения реального трансформатора имеет функции пе- 
редачи с ограниченной полосой частотных характеристик, ширина 
которой определяется значениями паразитных параметров. В области 
низких частот передача сигнала ограничивается шунтирующим дей- 
ствием параллельной индуктивности Ly, а в области высоких частот — 
падением напряжения от тока нагрузки в последовательных индук- 
тивностях рассеяния. 

В трансформаторах, работающих в области высоких частот, ста- 
HOBHTCA заметным влияние запасания электрической энергии в ем- 
костях между слоями обмоток. Этот эффект учитывают обычно с по- 
мошью П-образной схемы из трех емкостей (рис. 8.4). Как видим 
схема замещения в этом случае получает довольно сложный вид. 

$ 8.3. СВЯЗАННЫЕ КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ КОНТУРЫ 

Связанные колебательные контуры представляют два последова- 
тельных или параллельных RLC-KOHTypa, соединенных между собой 
реактивным элементом связи: индуктивностью (рис. 8.5, a), взаимной 
индуктивностью (рис. 8.5, 6) или емкостью (рис. 8.5, в). Такие цепи 
применяются в качестве частотно-избирательных устройств: они имеют 
лучшие частотные характеристики по сравнению с простыми коле- 
бательными контурами. 

Степень связи между контурами характеризуют коэффициентом 
связи №, который для последовательных контуров определяется как 
среднее геометрическое из двух отношений сопротивлений: 1) отно- 
шения сопротивления X, элемента связи к реактивному сопротивлению 

186



x = x -|- хе элементов того же вида со стороны первого контура при 
разомкнутом втором контуре; 2) отпошения сопротивления х. элемента 
связи к реактивному сопротивлению X,, = х, -|- хс элементов того же 
вида со сторопы второго контура при разомкнутом первом контуре. 

ОИ lp [2 Ry о М 0!) 
e—-oHIe Ho HI He 

O- . © 4) 

a) 0) 

Puc. 8.5 

В случае связи через индуктивность С. (автотрансформаторная 
связь, рис. 8.5, а) получим 

x L 
К. ==. — — — a= . (8.11) 

Их! 1х. И [11252 

Для параллельных контуров коэффициент связи определяется 
на дуальной основе через отношения проводимостей. Так, в случае 
емкостной связн (рис. 8.5, в) 

b C hp —=—e Se 8.12) 
© Ув, = УСиСь ( 

Рассмотрим два последовательных связанных контура с сопротив- 
лениями Z, = К, + j(@Ll,—1/0C,), 2. = R, + | (oL.—1/@C,) и 2. = 
=: +jx,. Цепь представляет Т-образный четырехполюсник с коротко- 
замкнутым выходом ((/ = 0) и следующими параметрами сопротив- 
ления: 

21 ==Ги Е Хи == 01-е; 

202 == Гоа + [Хоз == Ze 4- бе; (8.13) 

21 = / Хе == Де = xe. 

Исследуем характер изменения токов первого и второго контуров 
при изменении параметров связанных контуров. 

Входное сопротивление цепи согласно (8.4) при 7, = 0 

Zar иен = tut Zon. (8.14) 
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Здесь Zyy = (—212/2.2) = ж/2о — вносимое сопротивление, которое 
вносится во входной контур в слу- 
чае присоединения второго кон- 
тура. 

При учете (8.13) вносимое сопротивление 

x? Хо. ах, 
Zou == ви + [Xpy =— = ре 8 8.15 BH BI +| Xan roo + [Xoo | Zo9 2 ] | 202 |2’ ( ) 

где |255 | — модуль сопротивления Zoo. 
Вещественная составляющая yy учитывает активную мощность, 

передаваемую во вторичный контур и потребляемую в активном со- 
противлении г››. Мнимая составляющая ]|х»,„ учитывает передаваемую 
во второй контур реактивную мощность, потребляемую в реактивном 
сопротивлении х... Обе составляющие существенно зависят от рас- 
стройки второго контура; если второй контур настроен в резонанс, 
ТО Xoo = 0, 255 = fog И Хви = 0, а вносимое активное сопротивление 
имеет наибольшее значение Fay = хе/и.. 

Комплекс тока первого контура в случае приложения синусоидаль- 
ного напряжения 

; U U 
My yt Za (rut Иви) +i i+ Хвь) ° (8. 6) 

Комплекс тока второго контура согласно (8.2) при Z,=—0 

ре 9 = | eet) 8.17 2 1 1 reo + [X22 : | 222 [2 \ | 

Рассмотрим условия получения максимальных значений токов, 
достигаемые в результате настройки контуров в резонанс. Настройка 
связанных контуров, осуществляемая изменением реактивных пара- 
метров, может производиться в отличие от простых контуров различ- 
ным образом. Соответственно различают несколько видов резонанса. 

Резонанс, достигаемый изменением параметров одного из контуров 
при неизменных параметрах другого контура и элемента связи, назы- 
вают частным резонансом. В случае первого частного резонанса, когда 
изменяются параметры первого контура, так, что реактивная состав- 
ляющая входного сопротивления 

Х== 11 - Хвн == Х1 — Хоз (Xe/| Ze |)? =0, 

обеспечивается наибольшее значение токов обоих контуров при задан- 
ном реактивном сопротивлении X15. Согласно (8.16) и (8.17) при учете 
(8.15) действующие значения токов в контурах будут равны: 

li max=—— = 7 ах ra ren fyi 72а (Xe/| 220 |)?’ , (8.18) 
[2 тах = Г тах | Zoo | — roy Xcloo | 

29 — : Е) 
Аналогично можно рассмотреть второй частный резонанс, когда 

изменяются реактивные параметры только второго контура, Выраже- 
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ния для действующих значений токов будут подобны (8.18) при соот- 
ветствующем изменении индексов. 

Из выражений (8.18) видно, что максимальные значения токов 
в режиме частного резонанса зависят от сопротивления связи контуров. 
Знаменатель второго выражения имеет минимум при значении реактив- 
ного сопротивления связи, определяемом из приравнивания нулю 
производной по х. от выражения в скобках: 

Е fee __ 

eT TP 
Отсюда оптимальное значение сопротивления связи 

Хсо == | Zeal У ГлиР. (8.19) 

При таком значении сопротивления связи получается наиболь- 
шее значение максимума тока (максимум максиморум} во втором 
контуре: 

U 
[2 тах тах = 2V ruton . (8.20) 

При этом входной ток (в первом контуре) 

U 
Ii max=9,—- (8.21) 

Частный резонанс, т. е. настройка параметров одного из контуров, 
с последующим подбором оптимальной связи (8.19) называют сложным 
резонансом. 

Если каждый из контуров настраивается в резонанс раздельно при 
разомкнутом другом контуре, то говорят об основном (индивидуальном) 
резонансе, который дает 

Xy1 = Хо, == 0; yy 1711, 222 = Гор. (8.22) 

Действующие значения токов в этом случае будут определяться 
также выражениями (8.18), если в НИХ ПОЛОЖИТЬ 22. =P oo: 

рак тах ru + X2/oo , 

U (8.23) 
[2 тах — ria x . 

‘11 ac 

"22 | + =) 

При дополнении режимов основного резонанса подбором оптималь- 
ной связи получим полный резонанс. Оптимальное сопротивление 
связи при полном резонансе, которое согласно равенству (8.19) и усло- 
ВИЮ 255 = Г. равно 

Xeo==V rules: (8.24) 

получается меньше оптимального сопротивления при сложном резо- 
нансе, когда |255 | > Г... При таком значении сопротивления связи, 
соответствующем режиму полного резонанса, ток во втором контуре 
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получает наибольшее значение. Наибольшие значения токов, как легко 
убедиться подстановкой (8.24) в (8.23), выражаются также формулами 
(8.20) и (8.21). Следовательно, наибольшие значения токов в контурах 
при полном и сложном резонансах получаются одинаковыми, но здесь 
они достигаются при меньшей величине сопротивления связи. 

При yy = Г» токи (8.20) и (8.21) в обоих контурах получаются оди- 
наковыми. 

Коэффициент связи, соответствующий оптимальному условию 
(8.24), можно на основании (8.11) выразить через добротности контуров, 
представляющие отношения реактивного и активного сопротивлений: 

со = со = V ry4roo/OL1,0L = a (8.25) 
V WL, OL V QQ 

Его значение для высокодобротных контуров составляет доли про- 
цепта. 

Полученные для последовательных контуров соотношения могут 
быть на дуальной основе перенесены на связанные параллельные коп- 
туры. 

$ 8.4. ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СВЯЗАННЫХ 

КОНТУРОВ 

Наибольший интерес представляет зависимость от частоты прово- 
димости передачи, определяющей ток второго (выходного) контура 
и согласно (8.3) равной при Z, = 0 

Vj _ i __ — 221 __ — с 
a7 ° —- ° — e 

U; 211222 — 219 2125 + Се (21 - 22) 

Будем рассматривать два последовательных контура со связью 
через индуктивность L, (см. рис. 8.5, а), приняв для простоты сопро- 
тивления обоих контуров одинаковыми: 

; | $2 —- 2018 + w? = = К, shyt = ee, (8.26) 
5 

где Wy = МИ LCi; Mor = 99° 

Подставив (8.26) и Z.=sLl, в выражение для Yio, после ряда 
преобразований получим 

Е = — Fes (8.27) BO LZ (24 +2242) Ly (1 +- 2h) (9-20 5-08) (8? + 298+ Wie)? `` 

где Кс = L./L, — коэффициент связи; 
Wo, = Mo, (1 + 2^.)”? — резонансная частота контура, который 

получится, если последовательно с од- 
ним из контуров соединить индуктив- 
ность 2L.; 

а» = a, (1 + 2k.) * — коэффициент затухания того же вообра- 
жаемого контура. 
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Проводимость передачи имеет трехкратный нуль в начале и две 
пары сопряженных комплексных полюсов: 

52 —= — И ESV 2, — 1—9, Е joy: 

53,4 = — Ay EV Oh, — 08 2 — ag =F 6». 

Эти полюсы входят в формулу (8.27) в явном виде, что существенно 
облегчает анализ цепи. Как видно из (8.27), разница между значениями 
полюсов определяется коэффициентом связи. Обычно А. < 1, так что 
с достаточной степенью точности можно принимать Woy = Wy, ([ — Ry). 
Поэтому разность двух резонансных частот 

2A = 091 — Mpg = Re 1 7 R.Oo, (8.28) 

где Wy = 0,5 (My, -- Wo.) — средняя резонансная частота. 
Относительная разность двух резонансных частот оказывается 

равной коэффициенту связи контуров. В контурах высокой добротности 
ввиду малости абсолютной раз- | 

HOCTH (1 — 2) < (oi — Woe) $ ма 
можно полагать Gy =a, и __--4 __ Лу) 
добротности обоих контуров ) 
одинаковыми и равными Q = 
= 6./204. Wy 

Из сравнения (8.26) и 
(8.27) видно, что У! можно 
рассматривать как произведе- 
ние $ и проводимостей двух 
одиночных контуров с одина- 
ковыми сопротивлениями К, 
но с резонаисными частотами, Sy 
отличающимися на величину | a) 6) 
Кс. Поэтому амплитудную 5, 
частотную характеристику | 
связанных контуров можно Рис. 8.6 
получить умножением точек 
двух смещенных относительно друг друга резонансных кривых оди- 
ночных контуров и частоты W. Если разность двух резонаиспых частот 
КФ, превышает некоторую критическую величину, то следуст ожидать 
появления у частотной характеристики двух горбов. 

Проведем приближенное исследование частотной характеристики 
связанных контуров высокой добротности при малых расстройках 
до = ® — Wy < W. Чтобы сделать наглядным характер приближен- 
ных допущений и основных закономерностей интересующей Hac частот- 
ной характеристики, используем плоскость комплексной частоты. 
На рис. 8.6, а изображены две пары комплексных сопряженных полю- 
сов (8.27), трехкратный нуль в начале и векторы (7 — S,), которые 
изображают множители следующего выражения Yj. при $ = jo: 

у № — (ja —0)3 

"2 (©) т, о) (о Yo) VOns,)" (8.29) 

+ JW 
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В силу принятых условий высокой добротности и малых значений 
расстройки величина (8.29) будет определяться главным образом 
полюсами 3; и $,, т. е. двумя множителями, входящими в знаменатель: 

(JO — $1) = Иней, (10 — Sy) = тзе/. 

Остальные два полюса и нули будут мало влиять на величину Y 4p; 
соответствующие им множители можно C достаточной степепью точности 

принять равными 

3 (160 — Sq) ^= (JO — 54) == J20,; (jo)? A — вв. 

Поэтому при малых расстройках проводимость передачи 

с@о __ 
Ут» (16) == уе". 5—0, — 63). (8.30) 

На рис. 8.6, б показаны отдельно два вектора, определяющие зави- 
симость Yj. от частоты или расстройки 60 = © — Wy. 

Модуль сопротивления передачи обратно пропорционален произ- 
ведению длин двух векторов, квадрат которого можно представить 
в виде 

(тут)? — [о + (а—8%)] [ой + (a+ 66)?] = (aj + a? + 8%)? — 4075.0? = 

= (aj +a)? +2 (aj — 09) 60% + ба | (1+ S)* + 
+2(1- 5) +S. (8.31) 

Подставив сюда отношения величин, выраженных через отно- 
сительную расстройку, коэффициент связи и добротность 

а о 06% _ обо». — 906 
— = a) о — RQ; om Chy Q ж› 

получим 

(mms) = a [(1 + А)? + 8 (1 — RQ?) 90%, + 164*6%,]... (8.32) 
Для модуля нормированной проводимости (8.29) при учете (8.32) 

имеем следующее приближенное выражение: 

| View [== [ Yao | В = № [(1- AcQ?)? 

+2 (1—2209) (208% „)? + (208%) 05... (8.33) 
Исследуем основные свойства частотной характеристики, сущест- 

венно зависящие от коэффициента связи и добротности. Приравняв 
нулю производную от подкоренного выражения по (200%), получим 
относительную расстройку, дающую максимум модуля проводимости: 

бон 27 И (@&9)—1. (8.34) 

Максимумы нормированного и ненормированного значений 
модуля равны 

| - 

| Y 12 |max = 0,5; | Yip imax = 5p - (8.35) 
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Как видим, максимум частотной характеристики зависит только 
от активного сопротивления контуров. 

В случае сильной связи, когда k.Q > 1, получаются два максимума 
при относительных расстройках, близких к до, = = 2./2. При умень- 
шении абсолютного значения расстройки, начиная OT OW, модуль 
проводимости передачи уменьшается и при 60, = 0 (w = Wy) прини- 
мает значение 

У ЕАО. (8.36) 

Для рассматриваемого случая КО > 1 эта величина примерно 
обратно пропорциональна произведению К.О. Следовательно, при нуле- 
вой расстройке имеем провал характеристики, растущий с увеличением 
коэффициента связи. 
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Рис. 8.7 

При уменьшении степени связи между контурами, характеризуемой 
величиной А.(), как видно из (8.34), максимумы частотной характерис- 
тики сближаются и провал между ними уменьшается. 

При k.Q = 1 получаем так называемую критическую связь. В этом 
случае согласно (8.34) д®.„, = 0. Это означает, что оба горба сливаются 
в один, и получается один максимум характеристики при нулевой 
расстройке, равный (8.35), — провал отсутствует. 

В случае слабой связи, соответствующей k.Q < 1, максимум частот- 
ной характеристики остается при 60, = 0 (нулевой расстройке), но 
значение его, определяемое (8.36), уменьшается примерно пропорцио- 
нально величине К.О. 

Изменение частотных характеристик в зависимости от коэффициента 
связи наглядно следует из геометрических соотношений рис. 8.6, 6 
при изменении расстояния между полюсами пропорционально №. 
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Найдем значения граничных расстроек полосы пропускания из 

условия уменьшения модуля сопротивления в ИУ 2 раз или увеличения 
подкоренного выражения в (8.33) в два раза по сравнению с (8.35): 

(1 + 2202) + 2 (1 — #02) (2Q80,.)? + (2080„)*= (2 V2)” HR. 
Отсюда значения граничных расстроек полосы пропускания 

+ 11/ боа = 9g И 9-99 —Т. 
Относительная ширина резонансной кривой 

Ao, -— 28 = aV (2.Q)? + 2k.Q—1. 
Wo 

На рис. 8.7 показаны построенные в соответствии с выражением 
(8.33) частотпые характеристики связанных контуров при различных 
значениях коэффициента связи. 

Все полученные соотношения можно перенести на дуальной основе 
на два параллельных контура с емкостной связыо. 

$ 8.5. ТРЕХФАЗНЫЕ ЦЕПИ 

В настоящее время почти все электроснабжение, включающее 
производство, передачу и распределение огромного количества элект- 
рической энергии, осуществляется с помощью трехфазных цепей. 

Симметричная трехфазная цепь состоит из трех одинаковых частей, 
называемых фазами, токи и напряжения в которых обладают определен- 
ной симметрией в отношении сдвига их начальных фазовых углов. 
Питание трехфазных цепей производится от трех источников напряже- 
ний одинаковой частоты и амплитуды, но с начальными фазами, сдви- 
нутыми на угол 120°. Запишем мгновенные значения и соответствую- 
щие им комплексы напряжений трехфазной цепи: 

ид==Уу 2 Ucos of; U,==U; 

ив= И 2 Ucos (wt —120°);  Ugz= Ue i!" (8.37) 

uc=V 2U cos (wt—240°); = Ue = Ue 2", 

Временные и векторная диаграммы напряжений изображены COOT- 
ветственно на рис. 8.8, аи 6. Такие напряжения вырабатываются 
в специальных машинах переменного тока, состоящих из вращающе- 
гося с постоянной угловой скоростью ротора — постоянного электро- 
магнита, создающего магнитное поле, и статора с тремя обмотками, 
оси которых смещены в пространстве на 120°. Наводимые в обмотках 
статора э. д. с. будут соответственно сдвинуты на 120°. 

Главное свойство симметричных трехфазных систем состоит в том, 
что сумма напряжений или токов в любой момент времени равна 
нулю. Складывая (8.37), имеем 

ИА Ив ис==0; O,-+-Ug+Uc=0. (8.38) 
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Это свойство позволяет электрически связывать (соединять) между 
собой три фазы генератора и нагрузки. Различают два вида соединения 
трехфазных систем — соединение в звезду, использующее равенство 
нулю токов, и соединение в треугольник, использующее равенство 
нулю напряжений. Основное преимущество связанной трехфазной 
системы перед возможной в принципе несвязанной системой с изоли- 
рованными друг от друга фазами состоит в том, что здесь отпадает 

wt 

| a) 6) 

Рис. 8.8 

необходимость в обратном проводе и можно обходиться тремя прово- 
дами вместо шести. Это дает огромную выгоду при больших расстоя- 
ниях между местами генерирования и потребления энергии. 

В трехфазных цепях различают фазные и линейные напряжения 
и токи. Фазные величины относятся к фазам источника и нагрузки, 
алинейные величины — к токам и напряжениям линий — проводов, 
соединяющих источник и нагрузку. 

[А 

+
 

0’ 

Рис. 8.9 

При соединении в звезду начала трех фазных обмоток источника 
соединяются в одну нейтральную точку О (рис: 8.9, а), а концы обмоток 
образуют три вывода. Аналогично соединяются три нагрузки, образуя 
трехфазную нагрузку с нейтралью О’. Нейтрали источника и нагрузки 
могут соединяться нейтральным проводом. В симметричном режиме 
ток в нем, очевидно, равен нулю. 

На рис. 8.9, 6 изображена векторная диаграмма симметричной 
трехфазной системы, соединенной в звезду. Предполагается, что 
фазные токи отстают от фазных напряжений. 
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В рассматриваемой схеме фазный и линейный токи равны: J, = /ф. 
Линейное напряжение между выводами A и В равно Ugg = (д — Un. 

Поэтому величина линейного напряжения U, = УЗИь, так что при 
наличии нейтрального провода можно иметь две ступени напряжений. 
Нейтральный провод будет обеспечивать постоянство фазного напряже- 
ния при несимметрии однофазной нагрузки. 

При соединении в треугольник все фазные обмотки источника или 
сопротивления нагрузки соединяются последовательно и в качестве 
выводов берутся общие точки соединений (рис. 8.10, а). На рис. 8.10, 6 
представлена векторная диаграмма трехфазной системы, соединенной 
в треугольник. 

Здесь фазные величины имеют двойной индекс, а линейные — оди- 
нарный. Линейный ток равен разности двух смежных фазных токов, 

Ie a) 
Puc. 8.10 

например, ток в проводе A /, = /сд — Глв. Следовательно, ero вели- 

чина /; = Уз ]ь. Далее из схемы видно, что фазные и линейные напря- 
жения равны: 0, = Uy. Как и следовало ожидать, мы получили 
соотношения, дуальные предыдущим, поскольку соединения в звезду 
и треугольник являются взаимодуальными. 

Полная мощность трехфазной цепи, очевидно, равна сумме мощно- 
стей трех фаз. В симметричном режиме активная мощность с учетом 
данных выше соотношений 

P=3U ylycosp=V 3 0, [1 cos Ф. (8.39) 
Соединения фаз источника и нагрузки можно производить незави- 

симо друг от друга. 
Расчет симметричных режимов достаточно провести для одной фазы. 

Если сопротивления фаз источника и нагрузки при соединении в звезду 
равны 7% и Zy, а сопротивление линии Z,, то комплекс тока фазы A 

U, 
ly as ar (8.40) 

Нри соединении в треугольник необходимо найти сопротивления 
в случае преобразования его в эквивалентную звезду: 

ААА ТИ, 
32, 3 
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$ 8.6. О РАСЧЕТЕ НЕСИММЕТРИЧНЫХ РЕЖИМОВ 

В ТРЕХФАЗНЫХ ЦЕЛЯХ 

Несимметричные режимы в трехфазных цепях могут возникать из-за 
песимметрин 9. д. C., нарушения равенства сопротивлений фаз вслед- 
ствие аварий и несимметрии нагрузок. 

Расчет несимметричных простых трехфазных цепей MOXKHO произ- 
водить с помощью методов анализа сложных цепей, содержащих в каж- 
дой фазе заданные источники напряжения. р y 

Рассмотрим два примера простейших и Am A 
цепей с несимметрией. © i — 

Ug oy 8 
1. Пусть задана система трех несиммет- ro о И 

ричных фазных э. д. с. и несимметричная Ue и; 
цепь, соединенпая в звезду с нейтральным tc o—C +4 
проводом, проводимость которого равна Ух = 
(рис. 8.11, а). Цепь имеет два узла с на- 
пряжением между ними U, (напряжение 
между нейтралями). Уравнение равновесия 
токов в узле дает 

= У бо = А-Е /в-- Гс- 

Токи фаз Rom 
e e oe . ® oe e . 6) 

ГАЕУА(ИА— Ио; в=Ув(Ив— (о); 

16=Ус(Ис—Цо). 
Из приведенных выражений определяем напряжение между 

нейтралями, которое необходимо для вычисления токов фаз: ро | 
ry avat ВОВЕ УСС 
0— 7 7 

УАНУв- Ус, 
Если сопротивление нейтрального провода пренебрежимо мало 

и У, -> oo, TOU, = OX папряжения фаз нагрузки равны напряжениям 
фаз источника. При отсутствии нейтрального провода У, = 0. Напря- 
жения нейтралей источника и нагрузки будут смещены тем больше, чем 
больше несимметрия напряжений источника и сопротивлений фаз 
нагрузки. 

2. Пусть задана система трех несимметричных линейных напряже- 
ний, питающих несимметричнуг звезду из трех ветвей (рис. 8.11, 6). 
Решение здесь проще всего получить, преобразовав звезду ветвей 
в эквивалентный треугольник. Проводимости ветвей треугольника, 
примыкающие к фазе А звезды, 

у Уд. у ТАС 
АВ SY? AC ху * 

Ток в фазе А звезды 

Рис. 8.1] 

(8.41) 

. . . Y (VU ap —YU 
ГаА= Гдв — Глас == У АВЫ дв — У acUac= АСВ ту c Ac) (8.42) 

Токи остальных фаз находят аналогичным образом. Для расчетов 
несимметричных режимов в сложных трехфазных цепях применяют 
специальный метод — метод симметричных составляющих.



ГЛАВА ДЕВЯТАЯ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА И ФУРЬЕ. 

СПЕКТРЫ СИГНАЛОВ 

$ 9.1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ 

До сих пор мы имели дело с анализом установившегося режима 
в предположении действия источников синусоидального или экспонен- 
циального сигналов одной и той же частоты. Анализ производился 
с помощью метода комплексных амплитуд, который рассматривался 
как метод преобразования синусоидальных и экспоненциальных сигна- 
лов в частотную область. 

Для обобщения метода анализа в частотной области на случай дей- 
‘ствия сигналов произвольной формы на основе принципа наложения 
применяют ряды Фурье и преобразования Фурье и Лапласа. 

Ряды Фурье позволяют представлять периодические сигналы бес- 
конечной суммой синусоид кратных частот, а преобразования Фурье 
и Лапласа — апериодические сигналы бесконечными суммами элемен- 
тарных составляющих соответственно в виде синусоидальных функций 
непрерывных частот и нарастающих по экспоненте синусоидальных 
функций. При использовании указанных преобразований получаем 
общий частотный метод анализа, который является основным методом 
анализа линейных цепей. 

Метод преобразования Лапласа, называемый также операторным 
методом, позволяет производить анализ переходных процессов при 
действии сигналов любой формы. В отличие от классического метода 
операторный метод не требует определения произвольных постоянных 
интегрирования, что существенно упрощает вычисления. Анализ про- 
изводится без разделения решения на свободную и вынужденную сос- 
тавляющие: эти составляющие можно выделить из полного решения. 
Метод преобразования Лапласа позволяет вводить операторные сопро- 
тивления и операторные функции передачи при действии сигналов 
произвольной формы; его можно считать обобщением анализа вы- 
нужденного режима при действии сигналов в виде обобщенных экспо- 
нент. 

Метод преобразования Фурье, называемый также спектральным 
методом, является обобщением анализа вынужденного синусоидального 
режима. Его достоинство — наглядность и возможность производить 
простые качественные и приближенные количественные оценки пере- 
ходных процессов по характеристикам цепи в установившемся сину- 
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соидальном режиме. Метод преобразования Фурье широко применяется 
в анализе цепей. | 

Ряды и преобразование Фурье тесно связапы с преобразованием 
Лапласа. Поэтому они рассматриваются совместно, точно так же, как 
рассматривались совместно вынужденные синусоидальный и экспонен- 
циальный режимы. 

В данной главе излагаются основные понятия и свойства рядов 
Фурье и преобразований Фурье и Лапласа. Наибольшее внимание 
уделяется вопросам, важным для теории цепей. Хотя предполагается 
знакомство читателя с преобразованиями Фурье и Лапласа из курса 
математики, все же приводятся доказательства некоторых положений 
и теорем. | 

Применения преобразований Фурье и Лапласа для анализа линей- 
ных цепей рассматриваются в следующей главе. 

$ 9.2. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ НАПРЯЖЕНИЯ И ТОКИ. 
РЯДЫ ФУРЬЕ 

Из математики известно, что ограниченная однозначная периоди- 
ческая функция / (1), имеющая в интервале периода конечное число 
максимумов и минимумов и конечное число разрывов первого рода, 
может быть разложена в ряд Фурье, т. е. представлена в виде бес- 
конечной суммы синусоидальных функций кратных частот (гармо- 
НИК): 

pO=2+ У Ap COS RO E+ У b, sin Roe (k=1,2,3..), (9.1) 
. k=1 k= | 

a 
где > — постоянная составляющая, равная среднему значению функ- 

ции за период; 
а, б,„— коэффициенты ряда (амплитуды гармоник); 

JU 
= — основная угловая частота. 

При определении коэффициентов ряда Фурье используется свойство 
ортогональности тригонометрических функций относительно периода Т, 
которое состоит в том, что интеграл от произведений синусоидальных 
функций кратных частот в пределах периода 

T/2 . 
а: . 0 ik; _\ sin kay, t sin yt 4—1 т ть 

re (9.2) 

\ sin kw@,fcosi@,t dt = О FR; 
—T/2 * " =| T/2 =. 

Справедливость этих выражений может быть установлена непосред- 
ственно интегрированием. 

Если умножить обе части выражения (9.1) сначала на cos #946, 
а затем на Sin {w,f H применить свойство ортогональности, то получим 
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коэффициенты ряда Фурье: 

9 Г/ 2 

и-т \ сои dt 

tp (9.3) 
b= = \ f(t) sin Ret dt. 

Объединение синуса и косинуса одной частоты в выражении 
(9.1) дает 

[0 =% + У Arcos (6 — аи), (9.4) 
k=! 

где 
—— b, 

A, = V ap -- 5%; , = arctg д, 
{1 

В частном случае четной периодической функции, когда f (ft) = 
= f (—), из (9.3) следует 6, = 0, так что a, = 0, и получается разло- 
жение по косинусам. В случае же нечетной функции, когда f (t) = 
= —f (—t), имеем a, = 0, ak = п/2, и ряд состоит только из синусо- 
идальных гармоник. 

Периодические напряжения и токи полностью определяются коэффи- 
циентами всех гармоник, Амплитуды и фазы гармоник, зависящие 
от значений частоты, кратных основной частоте, дают эквивалентное 
представление периодических функций времени в частотной области. 

Найдем среднее за период значение мощности (активной мощности) 
в двухполюснике: , 

1. Poop \ Ш, 

если напряжение и ток в нем представлены в виде рядов Фурье: 

со 

и (2) = U, + У О ть COS (Кош + бк); 
k=l 

й (1) — [g-+ » Link COS (ROxt + ip). 

в == | 

Произведение этих двух сумм, образующее подынтегральное выра- 
жение, будет состоять из бесконечной суммы произведений пар гармо- 
ник напряжения и тока двух видов: различных (но кратных) частот 
и одинаковых частот. Интеграл в пределах периода or слагаемого пер- 
вого вида в силу свойства ортогональности (9.2) будет равен нулю, 
а интеграл OT k-ro слагаемого второго вида даст среднюю мощность 
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к-й гармоники: 

T 

P= = \ U mt! mp COS (RO t+ бир) COS (RO t -- о) df = 
; { 

— U pl p COS Or = Pr, (9.5) 

где U,,, Г, — действующие значения ^-й гармоники напряже- 
ния и тока; 

Pe = ик — Gin — угол сдвига фаз между напряжением и током 
К-й гармоники. 

Суммируя все слагаемые винда (9.3), имеем 

Т 

1 Р= \ ui dt = у P,=Uolo+ y Url p COS Op. (9.6) 
k=l 

Здесь Py = UJ, — мощиость постоянной составляющей. 
Активная мощность периодического тока равна сумме активных 

мощностей всех гармоник. Аналогично реактивная мощность равна 
сумме реактивных мощностей всех гармоник: 

Po= oP ов = D Uslesin gy (9.7) 

Положив в (9.6) значение напряжения численно равным значе- 
нию тока, получим 

Т со 

г \ ed=P=h+ У В. (9.8) 
0 в —=1| 

Квадрат действующего значения периодического тока равен сумме 
квадратов действующих значений всех гармоник. Полученное выраже- 
ние с введением амплитудных значений гармоник (9.4) можно записать 
в виде 

T 

7 \ POP a = (9%) + y (ai + bi). (9.9) 
k=| 

Это выражение, называемое равенством Парсеваля, позволяет 
определять иитеграл от квадрата периодической функции в пределах 
периода по зпачениям амплитуд гармоник. 

Произведение действующих значений напряжения и тока называют 
полной мощностыо периодического тока: 

P,=UI. (9.10) 
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Вводят также расчетный коэффициент мощности периодических 
токов, который определяется как отношение средней мощности к пол- 
HOH: 

со 

р Yolo+ » U nl р COS Px 

COs P= 5- = — TH ; (9.11) 
5 

$ 9.3. КОМПЛЕКСНАЯ ФОРМА РЯДОВ ФУРЬЕ. 

СПЕКТРЫ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

В теории цепей удобнее иметь дело с комплексной или экспонен- 
циальной формой ряда Фурье, которую можно получить, представляя 
каждую гармонику в (9.4) через экспоненты от мнимого аргумента так, 
как это делалось в методе комплексных амплитуд: 

i (#) = -- У | е/ 1! -|- a е- (hose) (9. 12) 

k= 

Каждая гармоника здесь представлена в виде полусуммы двух Bpa- 
щающихся навстречу друг другу векторов. 

Комплексная амплитуда Е-й гармоники, включающая начальную 
фазу, называется комплексным коэффициентом ряда 

Ар=а,— jbp = Ape 4. (9.13) 

Ее вещественная и мнимая части являются соответственно коэффи- 
циентами при косипусе и синусе ряда (9.1). 

Если обозначить сопряженную амплитуду через комплексную 
амплитуду с отрицательным индексом 

Ав=аь-- бь = А_ь, (9.14) 

то обе суммы в (9.12) можно заменить суммированием по одной экспо- 
ненте при изменении индекса от — со до +00 (включая нуль). В резуль- 
тате получим ряд Фурье в следующей комплексной форме: 

о= У A сви, (9.15) 
р = — с 

Для комплексных коэффициентов ряда Фурье в экспоненциальной 
форме имеем после подстановки в (9.13) выражений (9.3) 

T /2 

A,=s \ (бе ou dt = A, (jko,), (9.16) 
—T /2 

где Ayp= 2d). 
Комплексные коэффициенты ряда, определяющие амплитуды 

и начальные фазы гармоник и являющиеся функциями дискретных 
значений частоты, кратных основной частоте, называют комплексным 
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частотным спектром. Их составлятощие A (0,1) ия (Rw,), называемые 
амплитудным и фазовым спектрами, для наглядности изображают 
графически в виде пропорциональных их значениям отрезков верти- 
кальных Линий в точках ® = ko, (см. рис. 9.1, 6, в). Периодические 
функции времени, следовательно, имеют дискретный или линейчатый 
спектр. 

Выражение (9.16) удобно рассматривать как преобразование непре- 
рывной периодической функции времени в комплексную спектральную 
функцию дискретных значений частоты, а выражение (9.15) суммы 
бесконечного числа гармоник кратных частот, представленных через 
экспоненты от мнимого аргумента с комплексными коэффициентами, — 
как обратное преобразование дискретного частотпого спектра в перно- 
дическую функцию времени. При этом дискретная функция частоты 

И 
№ 

1 
F(t) | т 

| | | | | A rte 
| 0 27/5 #л/Т (0) 

т | t 0) 
a) ыы — 

| 
Ш и 

8) 

Рис. 9.1 

A, (k®,) полностью определяет периодическую функцию времени 
и является ее эквивалентным спектральным представлением. 

Выражения (9.15) и (9.16) ряда Фурье в комплексной форме не 
только имеют более компактный вид, чем выражения (9.3) и (9.4), 
но также существенно облегчают вычисление коэффициентов ряда. 
Важное их достоинство состоит в TOM, что они позволятот установить 
связь между рядами Фурье и преобразованиями Фурье и Лапласа. 

Рассмотрим простейший пример. Найдем коэффициенты разложения 
в ряд Фурье периодической последовательности прямоугольных 
импульсов длительностью т, амплитудой 1 и периодом Т (рис. 9.1, а). 
Подставив в (9.16) f (tf) = 1 и пределы интегрирования —t/2, т/2, 
получим 

T/2 

. 2 (’ 2 in (А 2 
Ap=Qp— [бк = \ ou dt =", . ee ) (9. 17) 

—T/ 

Вещественность А, означает, что ряд состоит из косинусных чле- 
нов — функция времени является четной. 

Амплитудный спектр 

t [эп (Royt/2)| _ т |5 (ёлт/Т) | (9.18) 
T kw t/2 _ Rit / T | у 

A, | 
|, |= el = I

 $!
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sin x В 
Его огибающая изменяется по закону =|. Узлы огибающей 

располагаются при значениях частоты, обращающих синус в нуль 
(кроме ® = 0): 

@y=l— (1=1,2,3...). (9.19) 

Число гармоник в интервале между двумя узлами равно отношению 
20 . . 
=> fit. На рис. 9.1, 6 показан амплитудный спектр, являющийся 

1 

четной функцией, для случая T/t = 4. 

ИИ 

ПИ 

at Lr. Z Pa ПИ Rin < ИИ \ 
as a о ПИ W 

Puc. 9.2 

Фаза (9.18) принимает либо нулевое значение в тех интервалах 
между узлами, где синус положителен, либо значение л — ‘в интерва- 
лах, где синус отрицателен. Фазовый спектр, представляющий нечет- 
ную функцию, показан на рис. 9.1, в. Спектр (9.17) в силу его веществен- 
ности можно изображать на одном графике (рис. 9.2); положительным 
ординатам соответствует нулевой фазовый угол, а отрицательным — л. 

§ 9.4. СПЕКТРЫ АПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

И ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 

Как отмечалось, периодические функции времени имеют дискрет- 
ный или линейчатый. спектр. Если задапа апериодическая функция, 
то она может быть периодически продолжена с периодом Т и также 
представлена в виде ряда Фурье, который будет сходиться к исходной 
функции только в пределах первого периода. 

Рассмотрим теперь, что произойдет с указанным представлением, 
если увеличивать период, когда в пределе при T— co во временной 
области получим переход от периодической к исходной апериодиче- 
ской функции. Увеличение периода прежде всего приводит к уменьше- 
нию основной частоты и пропорциональному увеличению числа 
гармоник, лежащих в некоторой конечной полосе частот. Следова- 
тельно, линии спектра будут располагаться гуще и в пределе сольются, 
образуя сплошной спектр. Одновременно, как видно из (9.16), ампли- 
туды гармоник уменьшаются, так как значение интеграла не зависит 
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от периода: в паузах между импульсами временная функция тождест- 
венно равна нулю и интегрирование фактически производится в преде- 
лах начального значения пернода. В случае изменения периода удобнее 
различать гармоники не по порядковым номерам, а по их частотам, 
кратным основной частоте: 

O = Mp = RO. (9.20) 

Соответственно формулы рядов Фурье (9.16) и (9.15) запишем 
в виде 

T /2 

A(jo)=% \ ое ав (9.21) 
—T/2 

| < г. 0) P= 5 ХУ Aljor)elH. 
@ ,=— со 

Проиллюстрируем предельный переход на примере спектра перио- 
дической последовательности прямоугольных импульсов, для которой 
мы имели соотношение (9.17): 

2 [t sin (0,5tw,) | _ a _ sin x (9.22) 

A (2) т ‚ 0,50, Хх‘ 

Выражение в квадратных скобках, представляющее значение инте- 
грала в (9.21), как видим, не зависит от периода. Поэтому огибающая 
амплитуд гармоник, определяемая функцией вида sin х/х, также 

Af ин 
\ 

‘£(t) 

> A = к А
 З 5 

“t тг A(W,) 

т - + 1 DY ТТТ 
SOO 77777. Ww 

Рис. 9.3 

не зависит от периода, так что относительное распределение амплитуд 
гармоник остается неизменным при увеличении периода. 

На рис. 9.3, a, 6 показаны спектры для T/t, равного 3 и 9. Число 
гармоник в интервале между узлами равно Т/х, поэтому с увеличением 
периода линии спектра располагаются гуще, а их амплитуды уменьша- 
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ются; при Т — со число гармоник в любом конечном диапазоне частот 
неограниченно растет, а их амплитуды стремятся к нулю с сохранением 
относительного распределения по частоте. 

При исследовании спектров периодических функций в процессе 
увеличения периода вместо амплитуд гармоник, обращающихся в пре- 
деле в нуль, удобнее рассматривать интеграл, входящий в (9.21): 

T /2 . 
F (jon)= | f()e (edt. (9.23) 

—T]2 

Значение этого интеграла, называемого спектральной функцией 
или спектральной плотностью, не зависит OT Т. Спектральная функция, 
согласно (9.21), пропорциональна отношению амплитуд спектра 
к основной частоте: 

F (jo,) = ГА 005 — #4 (on) (9.24) 
1 

В пределе при Т —> со дискретная частота обращается в непре- 
рывную частоту ®, = №, = © и спектральная функция (9.23) — 
в непрерывную функцию 

Е (о) = \ f (Qe? de. (9.25) 
— co 

Полученный интеграл, преобразующий заданную апериодическую 
функцию времени в комплексную спектральную функцию от частоты, 
называют прямым преобразованием Фурье. Для существования этого 
интеграла временная функция должна удовлетворять условию абсо- 
лютной интегрируемости 

со 

\ [1 (0) | 4 < со. 
— © 

Хотя этому условию удовлетворяют все реальные сигналы, для ряда 
идеализированных сигналов, например для ступенчатой или синусо- 
идальной функций, преобразование Фурье неприменимо. 

Из сравнения (9.25) и (9.22) с учетом (9.23) получаем спектральную 
функцию одиночного прямоугольного импульса: 

t sin (0,51%) 

F (jo) — 0,5tTo 

В процессе предельного перехода основную частоту можно рас- 
сматривать как приращение переменной (частоты) 

1 = Ao, = Aw. 

Выражение ряда Фурье (9.21) с учетом (9.24) можно записать 
в виде 

Г (1) = ту F (x) Aw,e!® ‚'. (9.26) 

), = — © ” wy 
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При Г->со, когда приращение переменной (частоты) 

А (kw) = Aw > do, 

сумма (9.26) обратится в интеграл, называемый обратным преоб- 
разованием Фурье: 

бло Поет \ 209) “ао. (9.27) 

Выражение (9.24) получит вид 
AA (k dA 

Е (16) =л lim Kay =e fo) (9.28) 

Отсюда видно, что множитель при экспоненте под знаком интеграла 

(9.27) 
dA (a) 

2 

1 
5, Ё (jo) do= 

представляет бесконечно малую комплексную амплитуду гармоники 
с частотой ®. Следовательно, интеграл (9.27) можно рассматривать как 
представление апериодической функции времени в виде суммы беско- 
нечно большого числа гармоник с непрерывно распределенными часто- 
тами и бесконечно малыми амплитудами. Комплексные амплитуды 
этих элементарных синусоидальных функций определяются выраже- 
нием (9.25) спектральной фучкции. 

Для рассматриваемых при анализе переходных процессов функций, 
обращающихся в нуль при ЕЁ < 0, получаем одностороннее преобразо- 
вание Фурье с нулевым нижним пределом: 

Е (jo) = (Е (де! dt. (9.29) 

Обратное преобразование, конечно, всегда остается двусторонним, 
так как суммируются сопряженные гармоники. 

$ 9.5. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА СПЕКТРАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 

Перепишем полученную пару взаимообратных преобразований 
Фурье — прямого, дающего спектральную функцию заданной аперио- 
дической функции времени, и обратного, позволяющего найти времен- 
ную функцию по задапному ее спектру: 

со 
Е (16) = \ f (je! dt; 

— © 

oD 

== \ Е (jo) & do. (9.30) 

Оба выражения указывают Ha определенное сходство между пря- 
мым и обратным преобразованиями Фурье. Это сходство отражает 
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свойство двойственности преобразования Фурье. Свойство двойствен- 
ности наиболее наглядно проявляется в случаях функций времени, 
обладающих четной или нечетной симметрией. В случае четной функ- 
ции f (t) = f (—№, положив в (9.30) e4/°’ = cos wf + j sin wt u остав- 
ляя под интегралами только четную составляющую, получаем, что ее 
спектр является вещественной четной функцией: 

F(jo) =P (6) = ( i (t) cos ot dt; 
—co 

со (9.31) 

Г (0 a \ Р (a) cos of do. 

— © 

Если в этих интегралах произвести взаимную замену переменных, 
а именно, заменить ® Ha? uf на ®, то получим, что функция 2л{ (9) 

F(t) F(t) 

i N | и — 
Fw) у — 8 wt 

_ F{w) 

— РР 

— 0 № Ww 0 Ww 

Pue. 9.4 

будет спектром функции Р (1, a функция P (1) -— обратным преобра- 
зованием функции [ (0) (рис. 9.4). Это свойство двойственности преобра- 
зования Фурье позволяет взаимно менять местами временную функцию 
и ее спектр. 

В случае преобразований (9.30) общего вида, производя указанные 
замены переменных и подставляя F (1) вместо F (jw), получаем, что 
функция 2л} (—/®) будет преобразованием Фурье функции F (ft): 

21} (— 16) = ( F (the! do. (9.32) 
— & 

Рассмотрим возможность вычисления энергии апериодических токов 
и напряжений по их спектрам. Для этого найдем интеграл от произ- 
ведения двух функций времени, каждая из которых удовлетворяет 
условию абсолютной интегрируемости. Представив одну из функций 
времени через обратное преобразование Фурье, будем иметь 

лова = ВО | Кд) el do} at. 
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Изменив порядок интегрирования в правой части 

С | С . С io) | VW hOdt=5. \ 20°) | \ Бе а do 
и учитывая, что выражение в квадратных скобках является спект- 
ром функции fF, (— jo), получим 

поло“ \ Fe (jo) Е, (— jo) do. (9.33) 
В частном случае, когда /, (t)=/, () является напряжением или 

током, интеграл будет представлять энергию (при сопротивле- 
нии в I om) 

со co 

лора; \ Рыб) Pde. (9.34) 
— co 7 — 0 

Мы получили теорему Рейлея, аналогичную равенству Парсеваля 
(9.9) для периодических функций, которая позволяет определять энер- 
гию при протекании в цепи апериодического тока интегрированием 
квадрата его амплитудного спектра. 

Спектральные функции являются комплексными функциями одной 
переменной — вещественной частоты ®. Поэтому их составляющие: 
амплитуды и фазы или вещественные и мнимые составляющие можно 
изображать в виде графиков — спектров. Мы уже знакомы с построе- 
ниями подобных графиков — частотных характеристик цепей, кото- 
рые, как будет показано в следующей главе, являются спектрами им- 
пульсных характеристик. Но в отличие от частотных характеристик, 
которые строятся по функциям цепей, определяемым из схем заданных 
цепей, спектры сигналов строятся по спектральным функциям заданных 
временных функций. Возможность графического изображения спектров 
придает большую наглядность анализу цепей с помощью преобразо- 
вания Фурье. 

Прежде чем изучать спектры различных фупикций времени, рассмот- 
рим преобразование Лапласа, представляющее в ‚некотором смысле 
обобщение преобразования Фурье. 

$ 9.6. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 

Преобразование Фурье, как указывалось, применимо только для 
сигналов, абсолютпо интегрируемых между бесконечными пределами. 
Поэтому такие широко используемые в теории цепей сигналы, как 
ступенчатая или синусоидальная функции, не говоря уже о пеограни- 
ченно нарастающих во времени фупкциях, не могут рассматриваться 
с помощью преобразования Фурье. 

Если в прямом преобразовании Фурье (9.30) переменную jw заме- 
нить комплексной частотой $ = 0 + fw, то у функции времени под 
знаком интеграла появится множитель е`°'. Этот множитель, внося 
затухание при соответствующем значении o > 0, будет обеспечивать 
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абсолютную интегрируемость подынтегрального выражения для всех 
значений 1 > 0. Но поскольку при t < 0 эксипонепта становится нара- 
стающей, для обеспечения сходимости ‘интеграла приходится ограни- 
чиваться функциями времени, равными нулю при Ё < 0, и принимать 
в качестве нижнего предела интеграла нуль. В результате получаем 
преобразование Лапласа 

CO 

F(s)=L£[f Q]=\ fF Qe dt. (9.35) 
0 

Интеграл сходится, и преобразование Лапласа существует для функ- 
ции времени, которая тождественно равна нулю при Е < 0, а при # > 0 
является однозначной кусочно-непрерывной функцией с конечным 
числом конечных разрывов, причем при f—> co функция не должна 
расти быстрее, чем экспонента Меба’. Для сходимости интеграла 

величину о необходимо принимать больше граничного значения Og 
называемого абсциссой абсолютной сходимости. 

Указанным условиям удовлетворяют практически все идеализи- 
рованные функции времени, встречающиеся в теории цепей. Так как 
переходные процессы рассматриваются, начиная с момента времени 
[ = 0, то ограничение, требующее равенства нулю функции при 2 < 0, 
не имеет существенного значения. 

С помощью интеграла (9.35), называемого прямым преобразованием 
Лапласа, заданная функция вещественной переменной Е (оригинал) 
преобразуется в функцию комплексной переменной (комплексной 
частоты) $, называемую изображением оригинала. 

В результате преобразования получаются пары однозначных соот- 
ветствий двух функций: оригинала, определенного в вещественной или 
временной области (1-области), и изображения, определенного в комп- 
лексной или частотной области ($-области). Таким образом, с помощью 
преобразования Лапласа комплексная частотная область вводится 
в более общем виде для произвольных фуикций времени. 

В табл. 9.1 приведены простейшие дробно-рациональные изобра- 
жения нескольких функций времени с указанием расположения нулей 
и полюсов, а также абсцисс абсолютной сходимости. Эти соответствия 
легко получить подстановкой функций времени в (9.35). 

Из таблицы можно видеть связь между расположением полюсов 
простейших изображений и характером изменения временной функции. 
Простому полюсу на вещественной оси соответствует экспоненциальная 
функция времени — затухающая при расположении в левой полуплос- 
кости, нарастающая при расположении в правой полуплоскости 
и неизменная при расположении в начале координат. 

Паре простых сопряженных полюсов соответствует синусоидальная 
функция, затухающая или нарастающая в зависимости от расположения 
в левой или правой полуплоскости и неизменная по амплитуде при 
расположении на мнимой оси. Наличие кратных полюсов на мнимой 
оси приводит к нарастанию амплитуды оригинала NO закону целых 
степеней времени. 
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Таблица 9.1 

График fF (1) Е ($) Ё (1) 5-плоскость 

м 
пе by (7) | +6 

0 t 

(5) a 
et a х x 

а | | 

A in 64 | (5) А 
52 -|- В? | 

Fo | AA, oP om ГУУ: 

| | Га 
aval of | a став В e~* sin Bt | Avan 

x (5) 

sta 7 

wear | чм | me 
х 

4 | . (5) 

sta ot ot 

[(5- a)? + В]? op fe sin BE | —o 

5 | ; (5) 

(2-8) р 



Таким образом, по расположению полюсов изображения можно 
судить о характере временной функции. 

Если теперь в обратном преобразовании Фурье (9.30) заменить jw 
на $ = о + j®, то получим иптеграл обратного преобразования Лап- 
ласа, позволяющий определять оригинал по известному изображению: 

с-- foo 

(= a \ F (5) e ds = £71[f (1). (9.36) 
с— [со 

Интегрирование здесь производится по прямой, параллельной мни- 
мой оси и отстоящей от нее на расстоянии с > оц. 

Как известно, подстановка |® = $, примененная для получения 
преобразования Лапласа из преобразования Фурье, означает переход 
от синусоидальных функций времени к синусонидальным функциям, 
нарастающим или затухающим по экспоненте. Поэтому выражение 
(9.36) можно трактовать как представление сигнала произвольной 
формы в виде суммы (наложения) бесконечного числа элементарных 
нарастающих по экспоненте (при с > 0) синусоидальных функций 
с бесконечно малыми комплексными амплитудами dA = Е ($) ds/n. 
Очевидно, возможно множество таких представлений для любых 
выбранных значений о > од. 

Соответственно изображение (9.35) определяет комплексные ампли- 
туды нарастающих по экспоненте синусоид. 

Таким образом, преобразование Лапласа позволяет распространить 
метод анализа вынужденных режимов при экспоненциальном возбуж- 
дении на общий случай сигналов произвольной формы. 

Как видно из изложенного, преобразовапия Фурье и Лапласа 
тесно связаны друг с другом. При $ = jw преобразование Лапласа 
переходит в одностороннее преобразование Фурье (9.34). Поэтому 
спектры временных функций, обращающихся в нуль при t < Ои рас- 
сматриваемых при анализе переходных процессов, обычно получают 
из выражений изображений по Лапласу, полагая $ = jo. 

Все теоремы и свойства спектральных функций могут быть получены 
из соответствующих теорем и свойств преобразования Лапласа. 

Ряды Фурье и их свойства также связаны с преобразованием Лап- 
ласа. Действительно, если в выражении (9.16) для комплексных коэф- 
фициентов рядов Фурье изменить пределы интегрирования и написать 

T 
9 _, 

A,=a,—jb,.== \ (ее dt, (9.37) 
‘ 0 

а затем положить №, == $, то интеграл получится одинаковым с интег- 
ралом прямого преобразования Лапласа временной функции, совпа- 
дающей с периодической функцией в пределах периода О — Т и обра- 
щающейся в нуль при Ё > Т. Поэтому комплексные коэффициенты, 
выраженные через изображения одного периода периодической функ- 
ЦИИ, 

; 2 2 
А, == F Е (5) — т ЕЁ (1261) (9.38) 

S=/fkO, 
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и коэффициенты при косинусах и синусах 

— Re F (ja); 

(Е=0, 1, 2...). (9.39) 

6, = — 7 ImF (jko). 

Следовательно, коэффициенты рядов Фурье можно определять, 
используя таблицы изображений и соответствующие теоремы преобра- 
зования Лапласа, не прибегая к интегрированию. 

В последующем основные свойства и теоремы изображений и спект- 
ров рассматриваются совместно: они формулируются применительно 
к преобразованию Лапласа, а затем переносятся на спектральные 
функции. 

$ 9.7. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОРИГИНАЛОВ ДРОБНО-РАЦИОНАЛЬНЫХ 

ИЗОБРАЖЕНИЙ 

В общем случае определение временных функций по известному 
изображению требует вычисления контурного интеграла (9.36) с приме- 
нением теоремы о вычетах Коши. Но нередко удается находить ориги- 
налы из имеющихся подробных таблиц соответствий преобразования 
Лапласа. 

В наиболее часто встречающемся случае дробно-рациональных 
изображений используют разложение на простые дроби. Если полюсы, 
т. е. корни знаменателя, правильной рациональной дроби простые, то 

М6) _ М (5) — г =уб = 6—8 689 esa 
B 

- 5 + Ts > $5 —5п (9.40) 

Значения коэффициентов By, (вычетов в полюсах Sp) можно найти, 
если, умножив обе части (9.40) на $ — $„, положить $ = Sp; тогда в пра- 
вой части все слагаемые обратятся в нуль, останется лишь искомый 
коэффициент, который будет равен 

— М (5) — М (sz) 
Вь== ($— 5») М ($) S=S, — №! р. (9.41) 

Здесь произведено раскрытие неопределенности, так как М (s,) = 0. 
Поскольку каждой простой дроби в (9.40) соответствует экспонен- 

циальная функция времени (см. табл. 9.1), оригинал изображения будет 
выражаться следующей Формуло", называемой формулой разложения: 

r= у oft (9.42) 

Основная трудность применения этой формулы заключается в необ- 
ходимости определения корней $, алгебраического уравнения п-го 
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порядка. При степени знаменателя изображения п > 4, а практически 
и при п > 2 корни полинома могут быть определены только численно, 
путем последовательного приближения, требующего большой вычис- 
лительной работы. С такой же трудностью мы сталкивались и в класси- 
ческом методе при определении корней характеристического уравнения. 

Представляют интерес два видоизменения формулы (9.42), удобные 
для двух частных случаев. При включении цепи на постоянное напря- 
жение (или ток) в изображении часто появляется полюс $ = $1 = 0, 
так что 

N ($) =$ (8 —Sq) ... ($—5и) = SN, ($). 

Слагаемое, соответствующее нулевому корню, согласно (9.42) будет 
равно М (0)/М№, (0), и формула разложения получит вид 

= ® М (Si) оз! = + +y SW ey Oe (9.43) 

Первое слагаемое, очевидно, представляет установившееся постоян- 
ное значение оригинала. 

При воздействии на цепь синусоидального сигнала ‘знаменатель 
изображения имеет два сопряженных корня на мнимой оси: $12 = 
= -Е/®., так что 

М (5) = 6—5) 6—5) №, (3) = (2+9 (6—5)... (<— 5). 
Два слагаемых, соответствующих корням $51 И Sg, в соответствии 

с (9.42) получаются сопряженными: 

М (еде M (— юде №" | М (16) aja 
2101 М> (161) 2191 М> (— jo) @1о (1691) 

Поэтому формула разложения‘ приобретает вид 

_ _М (19) бл М (sp) е* РО Пт дыре” |+ У ray Ney (9.44) 

Первое слагаемое здесь дает установившуюся синусоидальную 
составляющую. 

Примем теперь, что среди корней М ($) имеются кратные корни. 
В случае одного двукратного корня $: разложение на простые дроби 
имеет вид 

М (5) __ By By +.. fa. 

М ($) s—Sy + (s—s2 Г at ae 

Умножив обе части равенства Ha (S—S,)? и Положив S=Si, 
сразу получим после раскрытия неопределенности 

(5— 81)? М (5) __ 2M (Sp) 
By = VG) s=s, N’ (Sp) (9.45) 
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Продифференцировав получившееся после умножения на ($— 51)? 
равенство по $ и положив 5=5:, будем иметь 

М (5$) 2 Bu= ral (s—s,) We lene, (9.46) 

Если $=5; является корнем кратности у, то для коэффициен- 
тов разложения By; (1=1,2...\) аналогично получим 

ol qv М ($). 
Ви = (v —i)] = г (S— si) N (s) 

Слагаемым с кратными полюсами в разложении изображения Ha 
простые дроби соответствуют функции времени 

(9.47) 
S = Sz 

¢-1 [| _ — es! (#20). (9.48) 
(s—sy)! 

§ 9.8. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПРОИЗВОДНОЙ И ИНТЕГРАЛА 

И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ 

Применение преобразования Лапласа к решению линейных интег- 
ро-дифференциальных уравнений основано на свойстве линейности 
и преобразованиях операций дифференцирования и интегрирования 
во временной области. 

Свойство линейности преобразования Лапласа, которое легко уста- 
HOBHTb C ПОМОЩЬЮ выражения (9.35), записывают следующим образом: 

[41 ()] =aF (9) (9.49) 
L [fy (О + Fe (£)] = Fi ($) + Fe (3). 

При умножении оригинала на постоянную величину а изображение 
также умножается на а, а изображение суммы двух функций времени 
равно сумме изображений каждой из функций. 

Преобразование операции дифференцирования по времени функции 
f (1), имеющей изображение F ($) и начальное значение } (0-Е) (при 
[ = 0-+), можно получить путем интегрирования выражения (9.35) 
по частям: 

| udvu=uv—\ vdu. 
Полагая 

u=f(t); du=e dt, 

после подстановки пределов получим 

со , И со . р 

Е) = \ #(е- ‘d= IOV 1, (де dt. 
0 0 

Отсюда 

о |= {и (t) e-* dt = sF (s)—f (0+). (9.50) 
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Для получения изображения производной по времени достаточно 
умножить изображение оригинала на $ и вычесть его начальное зна- 
чение. 

Применяя формулу (9.50) к равенству 

я Гоа |=, 
получим 

L|\ f dt] —f- (0--)=Е (s). 

Отсюда преобразование операции интегрирования по времени 
оригинала с изображением Р (5) получает вид 

#1 (i) at| = As) yp ery (9.51) 

Здесь КТ (0-++) представляет значение интеграла при # = 0+ и учиты- 
вает начальные условия. Действительно, если f(t) =i (1), то 
i) (0--) = ПА! ох = а (0+); если [И = и (0, то uM (0+) = 

= Шао = (04). 
Формулу (9.50) легко распространить на случай 1-H производной, 

а формулу (9.51) — на случай п-кратного интеграла. 
При $ = jm полученные свойства переносятся на преобразование 

Фурье, лишь начальные условия He будут входить в преобразования, 
поскольку интегрирование в двухстороннем преобразовании (9.30) 
производится, начиная от f = — со. 

Для преобразования по Лапласу линейного дифференциального 
уравнения каждое его слагаемое умножается на е °’и производится 
интегрирование в пределах от 0 до со. Например, для уравнения 

Lo +Ri= 08, (9 

с начальным условием i (0) = /, после выполнения указанной про- 
цедуры получаем с учетом того, что L [6, (f)] = 1/5, 

LI (s) -LI,+RI (9) =U/s. 
Отсюда изображение искомого тока 

ор И 
Г ($) = Го РА, (9.52) 

С помощью таблиц и разложения (9.43) на простые дроби сразу 
получаем выражение тока 

ja U (Io) е-— RHUL. (9.53) 

Это выражение, естественно, совпадает с полученным ранее 
на основе классического метода (см. § 2.2). В отличие от классического 
метода решение получено без разбиения тока на вынужденную и сво- 
бодную составляющие и без нахождения произвольпой постоянной 
интегрирования. Последнее обстоятельство существенно облегчает 
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анализ, особенно в сложных цепях. Как видно из (9.52), начальный ток 
в индуктивности учитывается в виде члена L/,, добавляемого к изобра- 
жению действующего в цепи сигнала. 

Более подробио анализ цепей с помощыо метода преобразований 
будет рассмотрен в следующей главе. 

Рассмотрим получение изображений на основе вытекающего из 
(9.51) положения: делению изображения на $ во временной области 
соответствует интегрирование 

Paz] iar) 

Возьмем за исходную функцию единичную ступенчатую функцию, 
изображение которой имеет вид 

Е ($) = (5, (t)e-* dt == 1/5. (9.54) 
0 

Итегрирование единичной ступенчатой функции дает линейно нара- 
стающую функцию, изображение которой получится путем деления 
(9.54) на $: 

t 

бл (К dt = t= £7 (1/s?). (9.55) 
0 

Интегрирование линейной функции дает параболически нара- 
стающую функцию, изображение которой получится делением (9.55) 
на 5: 

t 

\ РЦ (82). (9.56) 
0 

Продолжая этот процесс дальше, получим 

L [И] = nl/s", (9.57) 

Изображение имеет полтос кратности n+ [ при $ = 0. 
Как видно из (9.55) и (9.56), с каждым этапом интегрирования вре- 

менная функция становится все более гладкой: интегрирование улуч- 
шает, а обратная операция — дифференцирование ухудшает структуру 
функции. 

Из сопоставления приведенных соответствий можно установить 
очень важную связь между структурой (видом) временной функции и 
быстротой убывания изображения или амплитудного спектра от 
частоты. 

Если функция времени имеет конечный разрыв (как у ступенчатой 
функции), то ее изображение и спектр (или амплитуды гармоник для 
периодической функции) убывают обратно пропорционально частоте 
(или номеру гармоники); если у непрерывной функции времени конеч- 
ный разрыв претерпевает первая производная, то спектр убывает 
обратно пропорционально квадрату частоты, если вторая производ- 
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ная — то кубу частоты и т. д. Следовательно, чем более гладкую струк- 
туру имеет временная функция, тем быстрее убывает ее спектр. Отсюда 
следует, что медленно убывающая с ростом частоты (высокочастотная) 
составляющая спектра связана с быстрыми измепениями временной 
функции. 

$ 9.9. НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 

ЛАПЛАСА И ФУРЬЕ 

Рассмотрим некоторые наиболее важные теоремы преобразований 
Лапласа и Фурье, уделяя основное внимание вопросам, представля- 
ющим интерес для анализа цепей. 

Теорема об изменении масштаба (подобия) 

Если в интеграле прямого преобразования, записанном в виде 

со 

\ А (x) е-Р° dt=F (р), 
0 

умножить и разделить т на положительную постоянную а и положить 
[ = т/а, $ = ра, то значение интеграла не изменится, и мы получим 

со 

a\ f (at) e-* dt =F (р) =F (s/a). 
0 

Следовательно, 
Е (5/а) = & [af (at)]. (9.58) 

Делению частоты в комплексной области на постоянную величину 
соответствует умножение времени и функции в вещественной области 
на ту же величину. 

Если в выражении изображения производится нормировка частоты 
путем ее деления на базисную частоту а, то в соответствии с (9.58) 
во временной области масштабы времени и функции должны увели- 
читься в а раз. 

При a > 1 происходит уменьшение частот — нули и полюсы изоб- 
ражения на плоскости $ будут стягиваться к началу координат. В обла- 
сти Г получим соответственно растяжение графика оригинала в а раз 
по осям времени и функции. 

Дифференцирование и интегрирование 
в комплексной области 

Дифференцирование по $ интеграла прямого преобразования Лап- 
ласа (9.35) 

ЧР =х \ foe" а = \ (oi Meas, 
0 0 
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выполненное под знаком интеграла, дает 

а £ F()=£[—1fO]. (9.59) 

Умножение оригинала на вещественную переменную соответствует 
дифференцированию изображения по комплексной переменной со 
знаком. «минус». 

Если в качестве примера применить (9.59) к соответствию 

7a 1 
& [е =a 

TO получим 
а ___ d 1 —_ | 

ре — (ра) = Ба" 
Интегрирование по $ обеих частей формулы прямого преобразования 

Лапласа (9.35) в пределах от $ до.со при изменении порядка интегри- 
рования 

Ре) as— \ Ее dtds= \ f (1) \ et 45| dt = \ peat 

дает при условии существования интеграла 

\ Е (5) ds—= 18| (9.60) 
$ 

Деление оригинала на вещественную переменную соответствует 
в комплексной области интегрированию изображения в пределах 
OT $ ДО oo, 

Выражения (9.59) и (9.60) являются двойственными выражениям 
(9.50) и (9.51) дифференцирования и интегрирования в вещественной 
области. 

Теорема о начальном значении 

Если в выражении изображения производной 

L [f' (t)]=\F' фе = 5 ($) — (0+) (9.61) 
0 

положить S—> со, то интеграл обращается в нуль (при отсутствии 
импульсной функции в оригинале) и начальное значение оригинала 

f (0-+)=lim [sF (9) (9.62) 

определяется поведением изображения при $ — oo, 
С помощью этой теоремы можно найти начальные значения функ- 

ции и ее производных, а также выяснить характер изменения функции 
вблизи { = 0-|- по виду изображения и его поведению при S—> oo, без 
вычисления обратного преобразования. Согласно (9.62), например, 
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для функции е* имеем $Р ($) == $/5 |1, которое при $-> со дает 

f(O +) = 1. 
Пусть задано изображение в виде рациональной дроби 

М ($) — Qys™-+...-- ays ао 

Р (5) = N С ~ byS? +... 55 = [7 ()]- (9.63) 

Допустим, что оригинал изображения и ее у первых производных 
при { = 0+ обращаются в нуль: f (O+) = f® (0-) =... =А® (0--) =0. 
Ряд Маклорена такой функции будет начинаться с (-|- |)-й 
степени &, так что функция имеет при { = 0-- нуль кратности (у +1). 

Изображение А-й производной будет равно 5*Р (5). Применяя к нему 
теорему (9.62) с учетом (9.63), получим 

Am lim s[s*F (5)] = lim Е tz) =0 (k=0, 1,2...¥). (9.64) 
со 

Для выполнения этого условия степень $ в знаменателе должна 

быть равна единице, так что разность степеней знаменателя и числителя 

изображения 
n—m=k+t2 (k=O, 1,2... \). (9.65) 

Следовательно, дробно-рациональное изображение функции с ну- 
лем кратности у при 1[=0 ‘должно спадать как 

F (3) т. (s 09). (9.66) 
s’ +2 

При у = 0 имеем f(0) = 0, f'(0) #0; вблизи ¢ = 0 функция изме- 
няется линейно, поскольку ряд Маклорена начинается с линейного 
члена, и разность степеней согласно (9.65) п —m = 2. При v = | имеем 
КО) = f(0) = 0, f2(0) + 0; вблизи ¢ = 0 функция изменяется по квадра- 
тическому закону, и разность степеней n — т = 3uT. д. Прий — т = | 

получим (0-Е) = =" >0— функция при { = 0 имеет конечное зна- 
.Un 

чение. 
Таким образом, асимптотическое поведение изображения зависит 

от поведения временной функции при { = 0. 

Теорема о предельном значении 

В выражении (9.61) положим $ = 0 и представим левую часть в виде 
предельного перехода 

То (@ dé= lim { df ()=lim РФ — Ко = lim [sF ($) — 1 (0-1 
(9.67) 

Отсюда значение функции времени при f=co 

fim io= lim SF (5) (9.68) 

определяется поведением изображения SF(s) при $ —> 0 и может быть 
найдено без привлечения обратного преобразования, Для существо- 
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вания интеграла (9.67) необходимо, чтобы фувкция SF(s) не имела полю- 
сов в правой полуплоскости и на мнимой оси, поэтому теорему (9.68) 
можно применять только для изображений, удовлетворяющих этим 
требованиям. Оригиналы таких изображений являются затухающими 
функциями. 

Характер поведения оригинала при f— co легко установить на 
основе применения равенства (9.59) к ^-й производной изображения 

F(*) ( =f ( — Ве“ dt. (9.69) 
0 

Если изображение и первые У производных обращаются в нуль 
при $ = 0: F(0) =F(0) =... = F (0) = 0, т. е. Е ($) имеет при $ = 
= 0 нуль кратности (у + 1), ‘TO, положив В 9. 69) $ = 0, будем иметь 

Pte) 0) =} (— 171 ()dt=0 (k=0, 1, 2... v). 
0 

Для равенства нулю интеграла необходимо, чтобы при Ё— oo 
функция времени убывала быстрее 1/1“. 

Как видим, асимптотическое поведение оригинала определяется 
поведением изображения при $ = 0. 

$ 9.10. ТЕОРЕМА СМЕЩЕНИЯ В ВЕЩЕСТВЕННОЙ ОБЛАСТИ 

Теорема смещения вещественной переменной eae что если вре- 
менная функция (рис. 9. о, а) имеет изображение Р (5 = £[f (d], то 
изображение той же функцин, смещенной вправо аще] на 
время т (рис. 9.5, 6), равно исходному изображению, умноженному 
на е °*: 

L [} (t{—t)] =e F ($). (9.70) 

Действительно, в силу того, что при отрицательных значениях аргу- 
мента ({ — т) < 0 необходимо положить } (tf — т) = 0, введя перемен- 
ную ПД = {Г — т, получим 

со оо 

2) Fede" dt=\f (A) es dh =e Fs), 
0 

Если s==j@ и смещение производится вправо или влево по оси 
времени, то спектральная функция 

Fey ({@) = €F/9tF (fo). (9.71) 

При смещении временной функции по CCH времени спектральная 
функция умножается на экспоненту от мнимого аргумента, модуль 
которой равен единице. Следовательно, амплитудный спектр и ампли- 
туды гармоник в случае периодических функций не изменяются, изме- 
няется лишь фазовый спектр на угол, пропорциональный частоте, т. е. 
соотношение между косинусными и синусными составляющими. 
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С помощью наложения смещенных функций можно аналитически 
записать большое число различных временных функций, а затем, 
используя теорему смещения (9.70), найти их изображения и спектры. 

F(t) 
A me ee cme ин. = 

F(t) f(t-7) 

0 <. + 

| 
у 0 T + 

а) 6) 6) 
Рис. 9.5 

Tak, импульс идеальной прямоугольной формы длительностью т 
и амплитудой А (рис. 9.5, в) можно рассматривать состоящим из двух 
ступенчатых функций: одной положительной и другой отрицательной, 

смещенной на время т: 

ГО —=А [6, (9—6, 4—9). (9.72) 
Используя (9.54) и теорему 

смещения, имеем 

г(9=^ (1—е”). (9.73) 

191] 

Положив здесь $ = fo и А == 1/1, 
после несложных преобразований 

?) получим выражение спектральной 

КР sc 
. 1 ЯП (0,570) — ; 12 

5) F(jo)= то e/tol?, (9.74) 

Рис. 9.6 Амплитудный спектр (рис.9.6, a) 
убывает обратно пропорционально 

частоте — функция имеет конечные разрывы. Хотя теоретически спектр 
неограничен, можно ввести некоторую граничную частоту существен- 
ной части спектра, в которой сосредоточена большая часть энергии 
импульса в соответствии с теоремой Рейлея (9.34). Если исходить из 
условия сосредоточения в этой полосе 0,9 энергии импульса, то гранич- 
ная частота по вычислениям составит 0,73 от частоты первого узла: 

0,732"; Фит = 1,46 —=const. (9.75) 

Мы получили закономерность, присущую согласно теореме подобия 
(9.58) любой паре соответствий: произведение длительности импульса 
и ширины его спектра является постоянной величиной. 

Ширина спектра обратно пропорциональна длительности импульса. 
С уменьшением т ширина спектра растет, в пределе во временной 
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области получим импульсную функцию, ее спектр должен быть беско- 
нечно широким. 

Фазовый спектр приведен на рис. 9.6, 6. Скачки на угол л в узлах 
амплитудного спектра вызываются изменением знака синуса. 

Найдем теперь с помощью теоремы (9.70) изображения периоди- 
ческих (при # > 0) функций. Пусть задана временная функция импульс- 
ного характера, обращающаяся в нуль при # > т (рис. 9.7, а) и имею- 
шая изображение F, ($. Можно двумя способами периодически 
продолжить эту функцию. 

По первому способу пе- ft) 
риодического — продолже- 
ния, показанному на рис. 
9.7, 6, период Т ==т и на = ; 
основе теоремы смешения a) 
изображение mepvonuye- #8) 
ской функции можно за- 
писать в виде 

Е ($) =F, ($) (1+ e7s? + 0 т 27 $ 
е—27 1 е— 337 +...), 24) 6) 

Выражение в скобках 
представляет бесконечно 
убывающую — геометриче- й : ; 
скую прогрессию, посколь- NN 
ку ее знаменатель 

а—е-*Т —=е-—@Те- т 8) 

при о>0 имеет модуль Рис. 9.7 
меньше единицы. 

Поэтому нзображение периодической (при #>0) функции 

F (s)=F, (5) — — (9.76) 
eS! 

По второму способу периодического продолжения, представлен- 
ному на рис. 9.7, в, период Т = 2%, и на основе теоремы смещения 
имеем 

Е ($) =F, ($) (1 — е— $72 -- es? —е-372--...). 

Здесь знаменатель геометрической прогрессии отрицателен, по- 
этом 

у J 
Е ($) =F, ($) ре=ТР. (9.77) 

$ 9.11. ТЕОРЕМА СМЕЩЕНИЯ В ЧАСТОТНОЙ ОБЛАСТИ. 

СПЕКТРЫ МОДУЛИРОВАННЫХ КОЛЕБАНИЙ 

Теорема смещения переменной в частотной области устанавливает, 
что если изображению F (5) соответствует оригинал f (#), то изображе- 
нию, полученному путем смещения комплексной переменной на Sy, COOT- 
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ветствует умножение исходного оригинала на e750! : 

F (s+ 5) =£ [е-= [0]. (9.78) 
Действительно, подставив в интеграл прямого преобразования 

Лапласа $ -- $, вместо $, будем иметь 

F (s+ 5) елены д ен е-не-ы (д а [f (0) е- 9 
0 0 

Найдем с помощью этой теоремы изображения некоторых функций 
времени. 

а. При измепении комплексной переменной па вещественную вели- 
чину Sy = 0% все нули и полюсы исходного изображения сместятся 
на плоскости комплексной частоты параллельно вещественной оси: 
влево — при знаке «плюс» и вправо — при знаке «минус». Если исход- 
ное изображение F, (5$) = = [f, (№, то указанному смещению в ком- 
плексной области согласно (9.78) соответствует временная функция 

F (s) =F, (6-Е 0) =£ [етом f, (9]. (9.79) 

Как видим, смещение полюсов изображения влево увеличивает, 
а вправо уменьшает затухание оригинала; если при этом полюс ока- 
жется в правой полуплоскости, то получим отрицательное затухание, 
временная функция будет неограниченно расти по экспоненте. 

Применяя (9.79) к изображению (9.57) времепных функций в виде 
целых степеней 7, получаем новое соответствие 

I Lin, 

Полюсу кратности п-- | соответствует в {-области умножение экспо- 
ненты Ha Ё в степени л. В случае простого полюса (п = 0) получим 
изображение экспоненты 

9 (6). (9.81) 
$00 

6. Изменение комплексной переменной на мнимую величину Sy = 
== -- |6), Означает смещение нулей и полюсов изображения на эту вели- 
чину параллельно мнимой оси — вверх при знаке «минус» и вниз 
при знаке «плюс». Согласно (9.78) смещению на ==, переменной изоб- 
ражения F, ($) = & [f, (4] соответствует умножение оригинала Ha экс- 
поненту с мнимым аргументом: 

Е; ($ — j@o) = & [e/®“ f, (1)]; 

Fy ($ + {@o) == & fe /o! f, (1)]. (9.82) 
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Так как оба выражения являются сопряженными, то, взяв их 
полусумму и полуразность, получаем 

5 [Fy ($ — jo) + Fy (s+ j@o)] = Re [Fy ($— j@o)] = % [1 (A) COS ol]; 

(9.83) 

J [Fs 6 — joo) —Fi (6+ д) = Im [Fy 6 -— 103) 5 [fr ©) sin of]. 
Произведение функции f, (f) и синусоидальной функции, представ- 

ляющее синусоидальное колебание, амплитуда которого изменяется 
по заданному закону, называют модулированным по амплитуде коле- 
банием. Огибающую амплитуд колебания называют модулирующей 
функцией. Изображение модулированных по амплитуде колебаний 
определяется, как видно из (9.83), наложением изображений, получен- 
ных путем смещения нулей и полюсов Р, ($) на частоту колебаний в, 
вверх и вниз параллельно мнимой оси. 

Применяя (9.83) к случаю огибающей в виде экспоненты с изобра- 
жением (9.81), получаем соответствия 

| __ $54 __ —at . Ве (ara) нон (eco wel) (9.84) 

Im Е, = Grape = & (e™ Sin Wf). 

Положив a=O0, получим изображения косинусоидальной и CH- 
нусоидальной функций: 

5 ® 

Wo __ . | 
о = ($11 Wof). 

Изображения этих функций, представляющих модулированные 
колебания с огибающей в виде единичной ступенчатой функции, можно 
было получить, применяя (9.83) к изображению ступенчатой функции. 

Если теперь положить в (9.83) $ = |ю, то получим спектры модули- 
рованных колебаний: 

f(t) =f1 (1) COS Wot -- Е (jo) = TF: (1 — j@) + Fy ({@ + [o)]; (9.86) 

i) =f @) sin wgt + F (jo) = 4 [F, (j@— jog) — Fy (о-в. = 
Спектр модулированных по амплитуде косинусоидальных колеба- 

ний можно получить, если сместить по оси частот вправо и влево 
на величину частоты колебаний в, составляющие спектра огибающей: 
амплитудный и фазовый спектры или вещественную и мнимую состав- 
ляющие: 

Fy (j@ ЗЕ (Oo) = My (© =F Mp) €/? © + = Py (© FF Wp) - 19 (® =F во). (9.87) 

Если огибающая модулированных колебаний представляет перио- 
дическую функцию, состоящую из ряда гармоник (рис. 9.8, а), то ее 
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спектр будет линейчатым (рис. 9.8, 6). Согласно (9.86) спектр модули- 
роваипых косинусоидальных колебаний (рис. 9.8, в) будет состоять 
из тех же линий, но половинной высоты, смещенных вправо и влево 

F(t) 
IF (jw)l 

VD 

И | | | | | | 
7, 0 (0 

a) 6) 

f,(t) 
\ [Ее 

| | in wl. АН 

ye eas 
-_ cn 7 

Рис. 9.8 

8] 

на частоту колебаний Wy (рис. 9.8, г). Отношение максимума переменной 
составляющей Dj, к постоянной составляющей О, называют коэффици- 
ентом модуляции. 

Если же огибающая представляет апериодическую функцию, напри- 
мер в виде прямоугольного импульса, то ее спектр будет непрерывным 

ИМ 0 Л. | 
| 

UA | 6) 

a) 

Puc. 9.9 

7м ($) 

(см. рис. 9.6, 6). Спектр модулированного колебания, называемого 
радиоимпульсом (рис. 9.9, а), получится также путем смещений спектра 
огибающей по оси частот вправо и влево на частоту колебаний Wy 
(рис. 9.9, 6). 

6 9.12. ИЗОБРАЖЕНИЕ ИМПУЛЬСНОЙ ФУНКЦИИ 

До сих пор мы не определяли изображения по Лапласу единичной 
импульсной фупкции. Вопрос этот требует особого рассмотрения. 
Поскольку функция 6 (1) существует только в интервале между Е = 
= 0— и 0+, то подстановка ее в интеграл (9.35), с нижним пределом 
[ = 0-- дает Г.[0 (1)| = 0. Следовательно, импульсные функции, 
появляющиеся при # = 0, исключаются из рассмотрения преобразо- 
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вания Лапласа, определенного согласно (9.35). К этому же заключению 
придем, применяя формулу (9.50) к преобразованию производной 
ступенчатой функции с 0, (0--) = [: 

2 [6 (N= [6 (= 8 (0+) =1—1=0. 
Такой результат получается в силу того, что вычитание началь- 

ного значения f (0+) всегда устраняет разрыв и при #=0: 

Го ЗЕ (|) -f (0 +)=s] РГО = 
=s£(f ()—F0 +) 8, (0) (9.88) 

Выражение в квадратных скобках непрерывно при ¢ == 0; произ- 
водная от него не будет иметь импульсов — они автоматически исклю- 
чаются: преобразование содержит изображение только от регулярной 
части оригинала с ограниченной вариацией, без импульсов. п апример, 
экспонента f (tf) = e “6, (№ имеет разрыв при ¢ = 0: } (0--) = 1; сле- 
довательно, ее производная содержит импульсную функцию 

f’ (t) =6 — ое“. 

Ho преобразование производной от экспоненты, определенное 
согласно (9.50) 

—& А = а (9.89) 
s-+a?’ 

дает изображение только второй регулярной составляющей, a изобра- 
жения импульса не содержит. 

При решении с помощью преобразования Лапласа задач, содер- 
жащих импульсные возбуждения или реакции, неудобно получать 
только регулярную составляющую и отдельно рассматривать импульс- 
ную составляющую. Для того чтобы преобразование содержало наряду 
с изображением регулярной части также изображение импульсной 
функции, необходимо видоизменить его — расширить нижний предел, 
взяв ¢ = 0—. Соответствующее расширенпиое преобразование обозна- 
чают знаком «минус» в индексе: 

L_{f ()])=F_(s)= ; Е (6) е-*' dt. (9.90) 

Оно дает изображение операции дифференцирования в отличие 
от преобразования (9.50) через начальное значение функции при 
= 0—: 

&_[f (t)] =sF_(s)—f (0 —). (9.91) 

Применяя эту формулу к единичной ступенчатой функции 
с } (0 —) =0, получим изображение импульсной функции: 

29] [8 Q]=s——0=1. (9.92) 
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Изображение единичной импульсной функции равно постоянной 
(единице), не зависящей от $. Этот же результат получим при непосред- 
ственной подстановке в (9.90) импульсной функции. 

Преобразование производной от экспоненты теперь имеет вид 

ЯР (= а —0—=1 — а = £_[6 (t)—ae“]. 

В отличие OT приведенного выше выражения (9.89) здесь содержится 
изображение импульсной составляющей. 

Преобразование (9.90) с расширенным нижним пределом будет сов- 
падать с преобразованием (9.35) при отсутствии в оригинале импуль- 
сной функции (при f = 0). 

Согласно (9.92) спектр единичной импульсной функции является 
вещественной постоянной F (jo) = 1: амплитудный спектр не зависит 

от частоты — относительные 
го амплитуды всех гармоник 

одинаковы; одинаковы также 
и \ начальные фазы гармоник 
И \ (они равны нулю). Наложение 
Иа \ бесконечного числа косинусо- 

| идальных гармоник с беско- 
a_i нечно малыми амплитудами 

0 \ < г дает импульсную функцию, 
f(t ws равную нулю всюду, за ис- 

| ключением момента f¢ = 0, 

| 

| 

tL (tt; где получается пик бесконеч- 
, 1: ¢ HO большой амплитуды. Ши- 

| рина спектра здесь беско- 
f(t) нечна, а длительность сигнала 

| t р равна нулю. 
т | Tt В качестве примера ис- 

пользования изображения им- 
Рис. 9.10 пульсной функции приведем 

способ записи изображения 
временной функции в виде кусочно-линейного (или кусочно-пара- 
болического) представления, которое может быть приближением функ- 
ции, заданной в графической форме. 

Если дважды продифференцировать функцию (рис. 9.10), то, как 
было показано в главе 3, вторая производная будет состоять из серии 
смещенных импульсных функций: 

a (1) = >) 446 (Е— ть), (9.93) 
k=] 

где а, — значения импульсных функций, равные разностям угловых 
коэффициентов отрезков смежных интервалов; 

т, — моменты времени, в которые сопрягаются соседние интервалы. 
Изображение каждого слагаемого в (9.93) согласно теореме запаз- 

дывания будет вида але “2: Чтобы найти изображение самой функции, 
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необходимо разделить изображение fy на 5*, поскольку исходная функ- 
ция получается двукратным интегрированием (9.93) во временной 
области. Поэтому 

Г] Я [fa J = 

АХ 

~ 2 
k=O 

Qp eR, (9.94) 

Запишем изображение 
треугольного импульса с еди- 
ничной амплитудой, длитель- 
ностью т и абсциссой вер- 
шины т; (рис. 9.11, а). Угло- 
вые коэффициенты двух от- 
резков прямых, равные 1/5, 
и —1/т — 7, будут амплиту- 
дами прямоугольных импуль- 
сов, представляющими первую 
производную функции (рис. 
9.11, 6). Три импульсные 
функции (рис. 9.11, в), пред- 

Её) 

| 
| 
| 

0 | т т, а) $ 

Г 
1 

| 

| ыы 

| | ot 
6) 

me 

| 
| | $ 

6) 

Puc. 9.11 

ставляющие вторую производную и расположенные в точках 0, “1 
и т, будут иметь соответственно значения §1/t,, —t/ (т —1,) т: 

(F(se)| 

ic | & 

0 bn fe w 
a) 

Y 

5) 

Рис. 9.12 

1/(т — t,). Согласно (9.94) ско 
мое изображение треугольного 
импульса | 

И lg ~ 

_ Ty aaa)° ev += с. “). 

(9.95) 

В случае равнобедренного 
треугольника когда t,=0,5dt, 

Е ($) = = (1 — 2e— 0, 5st | @— 51) == 

| —e— 9.581), (9.96) aan ( 

Положив в (9.96) s=jo-n амплитуду 2/t, получим после неко- 
торых преобразование спектр треугольного импульса в виде 

Е (jo) = (6/4) em (0/2 == > Е: (56/4) | е- ка, (9.97) 
Tw/4 

Амплитудный спектр, показанный на рис. 9.12, а, спадает обратно 
пропорционально квадрату частоты — функция непрерывна, разрывна 
ее первая производная. Если ширину спектра определять из того же 

229



энергетического условия, что и для прямоугольного импульса, то по- 
лучим 

Ont ==0,92л = соп${. (9.98) 

Произведение ширины спектра и длительности импульса также 
постоянно, но здесь оно меньше, чем в (9.75), — при одинаковой дли- 
тельности импульса спектр получается более узким вследствие лучшей 
структуры временной функции. Фазовый спектр представлен на 
рис. 9.12, 

6 9.13. СПЕКТРЫ НЕЗАТУХАЮЩИХ ВРЕМЕННЫХ ФУНКЦИЙ 

Спектры ступенчатой и синусоидальной функций, не удовлетворя- 
ющих условию абсолютной интегрируемости, получают, полагая 

= {OB изображениях, no Лапласу, что равносильно введению зату- 
хающего множителя е °' с последующим предельным переходом o -+ 0. 
Но вещественные и мнимые спектры указанных функций имеют OCO- 
бенности, играющие важную роль. 

Единичная ступенчатая функция 

Изображение по Лапласу имеет полюс в начале — функция не 
затухает и не интегрируема абсолютно. Если положить $ = jw, то 
получим . 

‘gy — a! = Ре F (ja) =—+ = Se . (9.99) 

Это выражение дает лишь мнимую составляющую спектра. Как 
увидим в следующей главе, спектр функции, обращающейся в нуль 
при { < 0, должен непременно иметь обе составляющие. Для получения 
вещественной составляющей необходимо рассматривать ступенчатую 
функцию, не удовлетворяющую условию абсолютной интегрируемости, 
как предел экспоненты е при я —0. Соответственно ее спектр 

. os . (0 

a0 

Вещественная часть 
0 w 0; 

Р (® = tin = 
( ) FoF CO ®« — 0, 

как видим, является  ипульсной функцией частоты ad (@), поскольку 
она обращается в нуль при всех частотах, отличных от нуля, и в беско- 
нечность при o) = 0. Нлощадь, ограниченная кривой вещественной 
части, равна значению импульсной функции 

(9.100) 

а— \ о аи 2 ага 2 т. (9.101) 
j 

Спектральная плотность единичной ступенчатой функции вместо 
(9.99) получает вид 

F (j@) = 16 (6) — j/w. (9.102) 
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Ее составляющие изображены на рис. 9.13. Наличие импульсной 
вещественной части не отражается на амплитудном и фазовом спектре, 
но имеет, как увидим дальше, большое зна- 
‘чение для анализа. 

Косинусоидальная и синусоидальная функции 
с единичной ступенчатой огибающей | т 

Применяя теорему смещения в частотной 
области в форме первого выражения (9.86) к 
преобразованию огибающей (9.102), получаем Я, Ty 
вещественный или мнимый спектр функции yA 
6, (2) с0$ Oof: —_—— 

. IU . Г 0 a“ Ww 

F (ja)= 3 [6 (© — Oo) + 6 (@ + )] + 7—5. cua 
0 

(9.103) Рис. 9.13 

Мнимую часть, очевидно, можно было получить сразу из выражения 
изображения по Лапласу, положив $ = jo. На рис. 9.14, а представ- 
лены составляющие спектра (9.103), соответствующие смещениям на 

ПАЛ Г. 
ВУ ГА" 

0 
_ 0 _ Ш =“ 0 | @) 

и ра № i 

{ / Q М] 

а) 6) 

Puc. 9.14 

TW, составляющих спектра огибающей (см. рис. 9.13). Применение 
теоремы смещения в форме второго выражения (9.86) к преобразова- 
нию огибающей (9.102) дает спектральную плотность синусоидальной 
функции времени 9, (1) sin Wol: 

. @ - JIU y 
F (jo) = s-a— i 5 [6 (@ — 0) —6 (© + @)]. (9.104) 

0 

Здесь вещественную часть также можно было получить сразу 
из выражения изображения по Лапласу при $ = jo. На рис. 9.14, 6 
представлены составляющие спектра (9.104), соответствующие смеще- 
ниям на =-®, составляющих спектра огибающей.



ГЛАВА ДЕСЯТАЯ 

СПЕКТРАЛЬНЫЙ И ОПЕРАТОРНЫЙ МЕТОДЫ 

АНАЛИЗА ЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЕЙ 

$ 10.1. АНАЛИЗ УСТАНОВИВШИХСЯ НЕСИНУСОИДАЛЬНЫХ 

РЕЖИМОВ В ЛИНЕЙНОЙ ЦЕПИ 

В этой главе рассмотрим применение общих методов анализа 
в частотной области — спектрального и операторного методов для 
расчетов линейных цепей при действии сигналов произвольной формы. 
Изложение начнем с анализа установившегося режима при действии 
периодических сигналов. 

Пусть к цепи приложено периодическое напряжение несинусои- 
дальной формы, и требуется найти установившееся значение реакции, 
например тока, в какой-либо ветви. Анализ цепи начнем с определе- 
ния функции передачи, в данном случае функции проводимости пе- 
редачи, в явном виде включающей частоту 

; lin ; ib (w 
V2 (16) =F = | Ул» (jw) | ef? ©. (10.1) 

т 

При расчете с помощью рядов Фурье разложим заданную периоди- 
ческую функцию напряжения в ряд — определим комплексные ам- 

плитуды всех гармоник Ump = Ие“и# и получим 
/ с 

u(t) =Re| У, бен (10.2) 
Е =0 

При действии на входе цепи К-й гармоники напряжения в рас- 
сматриваемой ветви получим соответствующую гармонику искомого 
тока. Ее комплексная амплитуда 

[ть = Y 12 (161) Ome =| Ул (Фо) | Une’ (Yet up) | (10.3) 

Так как цепь предполагается линейной, TO в соответствии с прин- 
ципом наложения результирующую установившуюся реакцию на дей- 
ствие напряжения (10.2), получим, ‘просуммировав все гармоники 
тока: 

co 

i=Re ( » Inset (10.4) 
k=0 

Обычно ограничиваются частной суммой ряда, число гармоник 
которой зависит от быстроты сходимости ряда и требуемой точности 
анализа. 
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К 

обладает избирательными свойствами. 
заданной функции в ряд Фурье можно получить: из (9.17), если при- 

Рассмотрим пример. Пусть к цепи, изображенной на рис. 10.1, а, 
приложено напряжение, имеющее форму прямоугольных колебаний 
(рис. 10.1, 6) с периодом Т = 2л (®, = 1) и единичной амплитудой. 
Требуется найти установившийся ток в сопротивлении нагрузки 

= 3. 

[У] 

1/3 i 

a a 

1 | Г | i 

O tf 2@ 8 4&4 бб Ш 

lp 6) 

u 

| 1 | I __ 8 

O} mw) 2m et 9 41 9 fF 4H F FF п 

é} 

9] 

Рис. 10.1 

Проводимость передачи цепи при L = 1/3 и С = 1/3 

] 3 
Y'y9 ($) = = . | ] 52$--9 

LCR ( 52 - 5 RC -|- гс) 

При $=/®, =] имеем 

3. 3 зе” 
У1е (16) = = = ; в ор 9—1 --/ю, 9-kR+jk VO—#P+R 

ke 
w, = arctg в. 

Как видно из амплитудной характеристики (рис. 10.1, в), цель 
Коэффициенты разложения 

равнять нулю постоянную составляющую, положить т/Т = 0,5 и 
ввести множитель 2. В результате получим для комплексных ампли- 

и (1) =Ке 

туд гармоник напряжения 

. 4 4 —_ — fr/2 
ть = — [т = ba 

Ряд Фурье напряжения 

В = | В =1 

У Une’ =“ - У со (и — 1/2) @=1, 3, 5...) 
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Комплексные амплитуды гармоник тока 

Int — У (в) Um = уе 
и ряд Фурье тока 

i(t)=Re » inue’™ — 
k= 

NI) 12 

= da уве OSM Ри) (1-13...) 

Амплитуда 7-й гармоники составляет менее 3% от амплитуды 
1-й гармоники тока. Ограничиваясь тремя гармониками, получим 

i (1) == [1,49 cos (f —83°) + 1,33 cos 3¢ + 0,143 cos (5¢ -+-76°)]. 

На рис. 10.1, г показан спектр тока на выходе цепи. 
В некоторых случаях требуется получить решение для устано- 

вившейся реакции не в виде ряда, а в замкнутой форме. Рассмотрим 
одно из возможных решений с использованием преобразования Лап- 
ласа. 

Если периодическое напряжение и (1) с периодом Т приложено 
к цепи при # = 0, то реакция будет состоять из периодической и апе- 
риодической частей: 

b==tyg+ (а. 

Записывая изображения периодических функций согласно (9.76) 
через изображения Г, ($), U, ($) функций, совпадающих с первым 
периодом и обращающихся в нуль при # > Т, имеем для изображе- 
ния реакции 

1 ($) = т +1, 6) =Н (s) U(s)= oe, (10.5) 

где Н ($) — функция цепи. 
Для решения задачи достаточно знать первый период периоди- 

ческой реакции, изображение которой из (10.5) 

I, (8) =H (9) Uy ($) — 1, (5) (1 —e7*"). (10.6) 

При учете теорем смещения (9.70) и свертки (см. 10.20) в 1-об- 
ласти получается соответствие 

| 

i, (2) =) и, (0) А (1—7) dt —[ia (t) — 0 (—Т)]. (10.7) 
0 

При #>Т по условию п и uy обращаются в нуль. Поэтому 
T 

in (t)—ig ((—-Т)=\ u(t) h(t{—tdt = (¢>T). (10.8) 
0 
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Апериодическая часть i, (Г) будет состоять из тех же экспонен- 
циальных слагаемых, что и импульсная характеристика Й (1), но с по- 
стоянпыми коэффициентами. Для определения последних составляется 
система линейных уравнений путем приравнивания коэффициентов 
при одинаковых экспонентах в выражении (10.8). 

В качестве примера найдем установившийся ток в последователь- 
ном контуре из индуктивности и сопротивления (R = 1, L = 1) при 

‚ действии напряжения в виде 

и( = $шЕ| t>0 

с периодом Т=—=л. 
Проводимость и импульсная характеристика цепи 

У (9 =т=Я  (0] = [© 1. — 

Подставив апериодическую составляющую тока {, = Ае "в (10.8): 

А (е*'—е` (© *)) = Ae (1 —e")= \ e (—*) sin тат ==е”" a 

получим 
eth I (о ео Oy 

A= 2 |’ fa—=— Der) ~ * 

Искомое выражение периодического тока в первом периоде 
QO<t<T=n получим из (10.7), где положим i, ((— Т)=0: 

1 

i, (= \ sinte (9) dt—i, (t)= a x (siné—cos ге -|- т ef = 

0 
1 . 2e™ =, 

= 5 \sinfé—cost+ „те 0Ox<t<n 

Для проверки убедимся, что выполняется условие 

| 
by (0) = ty (п) = = п. 

§ 10.2. АНАЛИЗ ЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЕЙ С ПОМОЩЬЮ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА 

Наиболее рациональный путь применения преобразования Лапласа 
для анализа цепи состоит в непосредственном составлении алгебраи- 
ческих уравнений для изображений по операторной или преобразо- 
ванной схеме замещения в частотной области. На этой схеме вместо 
напряжений и токов ‘указываются их изображения, а элементы 
представляются операторными сопротивлениями и проводимостями, 
которые являются отношениями изображений напряжения и тока 
в двухполюснике: 

| О (5) 
Z ($) = у У т. . (10.9) 
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Операторные схемы замещения целесообразно составлять для изо- 
бражений -_ [7 (1| = Е (5$) с расширенным нижним пределом. 
В этом случае в схемы вводятся заданные начальные значения пере- 
менных при ¢ = 0_, и отпадает необходимость определения их для 
момента { = 0 +; кроме того, решение будет включать в себя как ре- 
гулярную часть, так и импульсные составляющие, раздельное их 
определение не требуется. В последующем при записи изображений 
напряжений и токов будем опускать знак «минус» в индексе, подра- 
зумевая F ($) = ЕЁ ($). 

Рассмотрим операторные вольтамперные характеристики и опера- 
торные схемы замещения элементов, учитывающие начальные усло- 
BHA. 

Активное сопротивление 

Так как и = Ri, то 

И (s)=RI ($); I (s)=GU (5). (10.10) 

Следовательно, операторные сопротивление и проводимость 
активного элемента 

(к ($) =Ю; Vp(s)=G. (10.11) 

Емкостный элемент 

Применяя преобразование &_ к вольтамперной характеристике 
элемента i = С du/dt, получим при начальном напряжении Uc (0) = 

wy + — _ 

i“ =U (0) (5) (| 15) + 
! Т | 4 (0) 
#— о г $ 

a) 6) 6) 

= ис (0) (рис. 10.2, a): 

I ($) =$СИ ($) — Сис (0); 

и ( 12 
U@Q=—I)+ с) (19.19 

S 

t 

При отсутствии начального заряда операторные сопротивление 
и проводимость емкостного элемента 

1 
2с ($) =-с; Ус ($) =5С. (10.13) 

Соотношениям (10.12) соответствуют две операторные схемы за- 
мещения емкостного элемента. В первой схеме (рис. 10.2, 6) началь- 
ный заряд в емкости учитывается при помощи дополнительного ис- 
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точника импульсного тока (изображение тока Сис (0)), соединенного 
параллельно емкостной проводимости и направленного в сторону 
обкладки, имеющей положительный заряд. Во второй схеме (рис.10.2, в) 
начальный заряд учитывается источником ступенчатого напряжения 
(изображение напряжения Uc (0)/5), соединенного последовательно 
с емкостным сопротивлением и имеющего полярность, совпадающую 
с полярностью начального заряда. 

Индуктивный элемент 

Преобразование вольтамперной характеристики u=—Ldi/di при 
начальном токе i; (0) = 1; (0—) (рис. 10.3, а) можно записать в двух 
формулах, дуальных (10.12): 

U ($) =sLI (5) — Li, (0); 

| i, (0) (10. 14) 
I (s)=—- U (s) -——. 

S 

При отсутствии начального тока операторные сопротивление и 

проводимость индуктивного элемента: 

2.) =5; У, =. (10.15) 

Соотношениям (10.15) соответствуют две операторные схемы за- 
мешения индуктивного элемента, в которых начальный ток в индук- 
тивности учитывается при помощи дополнительных источников: ис- 
точника импульсного напряжения (изображение напряжения Li; (0)), 

I(S) Г) 
+¢ + — +2— 

| A 

и £314 06) iV{s] ИИ 
| 100) | 60] 

| + Us 

a) 6) 6) 

Рис. 10.3 

соединенного последовательно с индуктивным сопротивлением и имею- 
щего полярность, совпадающую с направлением начального тока 
(рис. 10.3, 6); источника ступенчатого тока (изображение тока i, (0)/s), 
соединенного параллельно индуктивной проводимости и направлен- 
ного одинаково с начальным током (рис. 10.3, в). | 

Возможность учета эффекта начальных запасов энергии в реак- 
тивных элементах с помошью источников импульсного и ступенча- 
того напряжения или тока мы уже рассматривали при анализе цепей 
во временной области (см. гл. 3). 

Из (10.11), (10.13) и (10.15) видно, что операторные сопротивления 
совпадают с комплексными сопротивлениями при jw = $. Следова- 
тельно, операторная схема замещения цепи будет совпадать с комплек- 
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сной схемой для вынужденного экспоненциального режима — доба- 
вятся лишь источники, учитывающие начальные условия. 

Законы Кирхгофа в операторной и комплексной формах также 
совпадают по виду: 

51. (9) =0; УИ, (9) =0. (10.16) 
Сумма изображений токов в узле и сумма изображений напряже- 

ний в контуре равны нулю. В эти суммы должны входить также изоб- 
ражения токов или напряжений источников, учитывающих начальные 
условия. 

Таким образом, основные расчеты в частотной области по опреде- 
лению изображений искомых реакций не отличаются от расчетов ме- 
тодом комплексных амплитуд, так что здесь могут применяться все 
методы, описапные в гл. 6. Отличие проявляется лишь на начальном 

+1 150) || I, (5) 
| 
| 

L,(s)=I Dn 

| 
7 | 

+ JT т 
в. 

+
 

=
 I] &
 

+
_
—
-
—
-
-
—
-
-
_
-
-
 

e
e
r
 
>
 

Е
 

0,5 

Рис. 10.4 

этапе определения преобразования по Лапласу заданного сигнала и 
на копечном этапе определения оригинала полученного изображения 
искомой реакции. 

Приведем три примера, иллюстрирующие анализ цепи с помощью 
преобразования Лапласа. 

1. Найти напряжение ветвей и ток во второй ветви схемы рис. 10.4, а 
при действии источника тока с единичным импульсным током. 

Операторная схема замещения цепи с изображением импульсного 
тока /, ($) = | представлена на рис. 10.4, 6. 

Операторные сопротивления ветвей 

1 -2 I +] Zi (J=pg tla; 29) = +1 a=. 
Проводимость цепи 

1 9 __ 28 (s +1,5) 

у (9 = 2, (5) + 2 ($)  s+2 + stl ~ (s+1) (s+2)° 

Изображение напряжения ветвей после выделения целой части 
и разложения на ‚простые дроби 

в (5) _ ($1) ($2) _ 1 
И (5) = У ($) 2s (s+ 1,5) =o 155 7 12 (s+ 1,5)" 

Напряжение ветвей 

u (t) =0,58 (0-Е 501 (t) + 75 eB 8, (0. 
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Изображение тока во второй ветви 

тг; 1 Е 1 0,25 

(9 =U (9) Zi (5) 2 (81,5) 2 s-+1,5° 

Ток во второй ветви 

fp —0,56 (1) — 0,25е- 1.57 6, (1). 

Это выражение при известном напряжении и (1) проще было бы 
получить из рассмотрения цепи во временной области. 

2. Найти токи в цепи, подключенной к источнику постоянного 
напряжения U = 4 в, при замыкании ключа при # == 0 (рис. 10.5, а). 

Из схемы (рис. 10.5, 6) для режима до включения ключа (t = = 
= 0—), где емкость заменена разрывом, а индуктивность — коротким 
замыканием, находим ис (0) = 2 в, 11 (0) = Та. 

t=0 

a5 us) | 2 7 Qi 
| 

1 

Puc. 10.5 

Для режима после включения ключа (¢ > 0), заменяя емкость 
параллельной, а индуктивность последовательной схемой, получаем 
операторную схему, представленную на рис. 10.5, в. Поскольку цепь 
имеет всего два узла, целесообразно применить метод узловых напря- 
жений. Преобразовав источники напряжений в эквивалентные источ- 
ники тока, получим схему, приведенную на рис. 10.5, г. Сумма ука- 
заиппых на схеме изображений токов трех источников тока 

I (9 —— ] $52 758 

5 о Qs (s-- 1) ° 

Результирующая проводимость цепи 

| 8 | 

Изображение узлового напряжения 

—__ f(s) _ 2(s?-+7s+8) 

У Ув =) 

5% 75- 10 

4 ($1) 
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Корни полинома М, (5) = $? + 7s + 10 равны $, = —2, 53 = —5. 
Производная Nj = 2$ + 7. По формуле разложения (9.43) получаем 

для узлового напряжения 

4 22 -2+8 2 (52—7.5-8 и(0=6 (0 (Fe + Fe Brey "+ am 
_ (164+ 5e%— ce а, т 

Токи ветвей рассматриваемой несложной цепи можно найти во 
временной области по известному напряжению и (1). В сложных це- 
пях необходимо находить изображения токов из операторной схемы 
и затем определять их оригиналы. 

3. Найти ток в выходном контуре двух связанных одинаковых 
последовательных контуров (см. рис. 8.5, а) при действии на входе 
единичного ступенчатого и единичного импульсного напряжения, 
т.е. найти переходную и импульсную характеристики связанных 
контуров (нулевые начальные условия). 

Ток выходного контура определяется проводимостью передачи 
(8.27). Как было. показано (см. § 8.4) в формуле (8.27), можно прини- 
мать в случае высокой добротности. 

Oly = My = (605/26) KM; № < 1; 

6201 = Wo (1 -- 0,52); Ooo = (1 —0,5^.). 

Изображение искомой переходной характеристики при действии 
на входе единичного ступенчатого напряжения можно приближенно 
представить согласно (8.27) таким образом: 

— ks? 1 
I, ($) = -—- У1е ($) = . 5—5 70 Таро (era) Fon 

Чтобы привести выражение к табличному виду, перейдем к но- 
вой переменной p=S-+ a, ($=р — ©): 

Re (p? — 29 р-Е a3) 

Го (P= реет) (°F Oe) 
Хотя для определения оригинала можно применить разложение 

на простые дроби, проще воспользоваться таблицами. Из «Справоч- 
ника по операционному исчислению» В. А. Диткина и П. И. Кузне- 
цова имеем для оригинала I, (р): 

i, (t)=— г [By sin (Wot +4) + Bg sin (возЁ-- и) 6, (2). 

~5t\ __ 

(—2-54+7° | 

Величины входящих сюда коэффициентов при учете записанных 
выше соотношений получаются примерно одинаковыми: 

В. = V ca — 051)? 4010, ~ Ons —1. 

Wy, (05, — @3,) (@5, — @2) ~ thew, ’ 

B __ у (a? — (25)? —- 4a? 655 aw Wyo = | 

2 Wy2 (WF, — @15) 5, — OF, 20, ° 
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Начальные фазы синусов можно с достаточной степенью точ- 
ности принимать равными 

та 
A= arctg — aS arctg Sta 0; 

"axe Oy ° rw —_ rw . и = агс+е 6 arctg 2 - А 0 
02 

Переход к исходной комплексной частоте $ = р + а. согласно тео- 
реме смещения в комплексной области соответствует умножению 
оригинала на е`@!. Поэтому приближенное выражение искомой пере- 
ходной характеристики имеет вид 

ig (= ео (YZ ° м Wolf — SIN Wot) = 

—= м [cos 058.04) SiN Wof]. 

Продифференцировав это выражение и используя условие 
о; <p, получим импульсную характеристику для тока во втором 
контуре: 

— а. { 1 aw Mt 

iy (t) А = (COS Wogt — COS Wo;t) = —— [sin (0,52,Wof) Sin @о#]. 

Выражения в скобках для обеих характеристик состоят из нало- 
жения двух синусоид близких частот (при А, < 1), дающего биения 
(см. $ 5.2) и представляющего синусоидальные колебания со средней 
резонансной частотой W, и огибающей в виде косинусоиды (15) и сину- 
соиды (1) с частотой 0,5 A.W, определяемой коэффициентом связи. 
При этом для £5 биения будут иметь вид, представленный на рис. 5.4, a. 
Ввиду наличия экспоненциального множителя эти колебания будут 
постепенно затухать. 

$ 10.3. ПЕРЕДАЧА СИГНАЛОВ ЧЕРЕЗ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНЫЕ ЦЕПИ 

Большинство задач расчета переходных процессов можно свести 
к определению реакции на выходе четырехполюсника, не содержащего 
начального запаса энергии (рис. 10.6, а). Если Р, ($) — изображение 
действующего на входе сигнала, а К. ($) — изображение искомой 
реакции, то их отношение является операторной функцией цепи, 
совпадающей с функцией цепи в экспоненциальном режиме: 

Ро (5) 
Н (5 т. 

( ) = Fy (5) ` 

Если функция цепи определена, то, умножив ее на изображе- 
ние входного сигнала, получим изображение искомой реакции: 

F, ($) =Н ($) Е; ($). (10.17) 

Для завершения анализа необходимо найти оригинал этого изоб- 
ражения, что представляет для сложных цепей наиболее трудоемкий 
этап расчета. 
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Если на входе действует единичная импульсная функция напряже- 
ния или тока, то реакция на выходе является импульсной характери- 
стикой цепи. Соответственно, полагая в (10.17) F, ($) = 1, получаем 
(рис. 10.6, 6) 

F, ($) =Н (5) =< [1 (1]|. (10.18) 

Следовательно, функция цепи является изображением импульс- 
ной характеристики цепи. | 

Е (5) His) | 605) FiS)=1 | HOS) | Бб=НВ Е) | Ни) Е 0%) 

a) 5) | 8) 

Рис. 10.6 

В гл. 5 было установлено, что полюсы дробно-рациональной фупк- 
ции цепи 

М ($) 

($— 51) ($— 52)... ($—5и) 
Н ($) = 

являются частотами собственных колебаний. Оригинал Н (5$), кото- 
рый определяется разложением на простые дроби, представляет им- 
пульсную характеристику или свободную составляющую реакции: 

h(t)= У! Вьем. (10.19) 
Е =! 

В пассивных цепях свободная составляющая’ всегда затухает: 
й (t) > 0 при t— со. Линейная система, импульсная характеристика 
которой удовлетворяет этому условию, называется устойчивой: если 
такую систему вывести из начального состояния с помощью импульс- 
ного возбуждения, то она вернется в исходное состояние. 

Для затухания (10.19) при {—> со необходимо и достаточно выпол- 
нение следующего условия (условия устойчивости): все вещественные 
полюсы и вещественные части комплексных полюсов отрицательны, 
иначе говоря, все полюсы функции цепи лежат в левой полуплоскости. 
Если хотя бы один полюс окажется в правой полуплоскости, то соот- 
ветствующее слагаемое в (10.19) и импульсная характеристика будут 
расти пеограниченио и система будет неустойчива. Таким образом, 
устойчивость системы можно исследовать в частотной области, без 
перехода во временную область. 

Возвращаясь к выражению изображения (10.17) выходной реак- 
ции цепи, видим, что оно равно произведению изображений импульс- 
ной характеристики и входного сигнала. В гл. 3 было показано, что 
во временной области выходную реакцию можно получить с помощью 
интеграла наложения или свертки импульсной характеристики и 
входного сигнала. Сопоставляя (3.22) и (3.23) с (10.17), устанавливаем 
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теорему: умножению двух изображений в комплексной области соот- 
ветствует операция свертки их оригиналов в вещественной области: 

1 1 

= fi (A (i—1) = f, C—DA (x) dt = LH (9) Е, (9)]. (10.20) 
() 0 

Эта теорема позволяет находить оригинал изображений по извест- 
ным оригиналам сомножителей. Правда, в случае дробно-рациональ- 
ных изображений оригинал проще определить путем разложения на 
простые дроби. 

Рассмотрим применение преобразования Фурье. Для анализа 
цепи с помощью преобразования Фурье (рис. 10.6, в) сначала опре- 
делим бесконечно малую комплексную амплитуду гармоники выход- 
ной реакции с частотой « путем умножения функции передачи уста- 
повившегося режима на бесконечно малую амплитуду гармоники 
действующего сигнала той же частоты РЁ (jo) do = Н (ja) Г, (jo) do 
ИЛИ 

F, (169) = Н (fo) Fy (fo). (10.21) 
Спектр выходной реакции равен произведению спектра входного 

сигнала и функции передачи цепи. 
Это выражение одинаково с (10.17) при jw = $. Последний этап 

расчета — нахождение функции времени по ее спектру — также 
получается одинаковым с нахождением обратного преобразования 
Лапласа: приходится, полагая |& = $, применять контурное интег- 
рирование или в случае дробно-рационального спектра разложение 
на простые дроби. Следовательно, точный анализ цепи с помощью 
преобразований Фурье и Лапласа получается одипаковым. 

Но главный смысл применения преобразования Фурье для ана- 
лиза состоит в возможности относительно простой качественной или 
приближенной количественной оценки искажений формы сигнала при 
прохождении через линейные системы. Такие оценки могут быть сде- 
ланы путем простого сравнения частотных характеристик цепи и 
спектра входного сигнала: в зависимости от того, какая часть спектра 
пропускается системой, а какая часть искажается, можно приближенно 
судить о характере и времени установления переходного процесса, 
что очень важно при проектировании линейных систем. Для иллюстра- 
ции сказанного рассмотрим простейшие случаи прохождения типовых 
сигналов через некоторые линейные системы с идеализированными 
характеристиками. 

Начнем с установления условий неискаженной передачи сигнала 
через четырехполюсник или систему. Рассмотрим идеальную систему 
с постоянной амплитудной и линейной фазовой характеристиками 
(рис. 10.7, а) в бесконечной полосе частот: 

| 1 (jo) |=K; 
ф (0) = — tow 

Здесь & — угловой коэффициент фазовой характеристики, измеряе- 
мый в секундах. 

([-2ю<0<о5). (10.22) 
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Очевидно, система пропускает все гармоники сигнала без измене- 
ния их относительных амплитуд, но при этом сдвигает фазы гармоник 
на углы, пропорциональные их частотам. 

Если на входе цепи действует одна гармоника сигнала с часто- 
TOH Wy 

ил (t) =U, sin (@,t-+- ay), 

то с учетом (10.22) Ha выходе получим изменение начальной фазы 
на величину —1®:, пропорциональную @;: 

Us () = KU Sin (yt — ty -- Oy) = КИ Sin [в (#— to) + а] = 
= Ku, 1—1). (10.23) 

Синусоидальный сигнал Ha выходе пропорционален входному 
сигналу, но запаздывает на время fy. 

И) 

H(w)| p(w) aa 

| 
К 0 ; 

Ww Uy 

arceg ty 

Q) __ 

a ° 6) : 
Рис. 10.7 

При действии на входе системы сигнала произвольной формы 

1 ¢ fw 
Uy (t) = 5 \ U, (jo) e’” do 

на выходе получим 

(дя \ KU, (ja) e- ##¢—") do=Ku, (1—8). (10.94) 
C 

Выходной сигнал повторяет форму входного сигнала, но запаз- 
дывает на время 1, равное тангенсу угла наклона фазовой характери- 
стики (рис. 10.7, 6). Следовательно, через систему с характеристиками 
(10.22) сигнал проходит без искажения. 

Частотные характеристики реальных передающих систем всегда 
отличаются от идеальных: амплитудная характеристика отклоняется 
от постоянной, а фазовая от линейной. В результате передаваемые 
сигналы будут искажаться. При этом говорят об амплитудном или 
фазовом искажении сигнала в зависимости от того, какое из отклоне- 
ний частотных характеристик от идеальных преобладает в системе. 
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$ 10.4. ПРОХОЖДЕНИЕ СИГНАЛОВ ЧЕРЕЗ СИСТЕМЫ 

С ХАРАКТЕРИСТИКАМИ ИДЕАЛЬНЫХ ФИЛЬТРОВ 

Рассмотрим систему, обладающую характеристиками идеального 
фильтра нижних частот, которые могут быть записаны в виде 

. EW Мо —® < © << We; 

H (в) —| 0 | @ | > ®.. 

В полосе пропускания в пределах частоты среза модуль постоя- 
нен и равен единице, а фаза линейна; вне полосы модуль скачком об- 
ращается в нуль (рис. 10.8, а). Через такую систему все гармоники 
спектра с частотами ниже WO, будут проходить без изменения амплитуд 
и со сдвигом фаз пропорционально частоте. Гармоники с частотами 
выше W, не будут пропускаться: вся высокочастотная часть спектра 

(10.25) 

a) В) = Ее) 
1 

“% 0 и (и 

р и 8) S 
5) НР | . = 

OT waa 
to $ 

-W, 0 и. Ww | 2A /ie || 

Рис. 10.8 

полностью отсекается, что должно привести к искажению формы сиг- 
нала на выходе. Степень искажения будет определяться долей отсе- 
ченной части спектра, зависящей от ширины полосы пропускания 
и вида спектральной функции. 

Рассмотрим сначала действие на входе системы единичной импульс- 
ной функции, амплитудный спектр которой равен единице. Из этого 
постоянного спектра (рис. 10.8, 6) отсекаются все составляющие с ча- 
стотами | ®| > ®., и на выходе получается группа непрерывных 
частот в пределах | ® | < ®., показанная штриховкой. Выходная ре- 
акция, соответствующая этому спектру и представляющая импульс- 
ную характеристику, согласно (10.25) 

h (1) =5- \ e— Iter еле! dey = 
— Ww 

С 

“с 

т \ е- ie (t—to) до — 
2л 

п) 
— Wc 5 We (1—1) , (10.26) 

Функция состоит (рис. 10.8, в) в основном из положительного 
горба высотой &,/л, шириной у основания 2л/®, и примыкающих 
к нему колебаний меньшей амплитуды, затухающих по мере удаления 
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от горба. Максимум функции запаздывает на время fy, равное угло- 
вому коэффициенту фазовой характеристики. Отсечение высокочас- 
тотной части спектра привело к тому, что выходная реакция в отличие 
от входного сигнала стала иметь конечную длительность и конечную 
амплитуду. С увеличением полосы пропускапия ее длительность умень- 
шается, а амплитуда растет и вид реакции приближается к импульс- 
ной функции. 

Следует обратить внимание на то, что колебания имеют место и 
при Ё < 0, т. е. до начала приложения сигнала, что невозможно в фи- 
зических системах. Это происходит в силу того, что составляющими 

Е (=, и 

| 
0.5 

Q) 

Sin fy (t) 

I/? —--jf — = 

= | 

- = pete 
\| 

==> eee \ 
NN 

0) г) 

Рис. 10.9 

характеристик (10.25) мы задались без учета взаимной связи, которая, 
как будет показано ниже, существует между ними. 

Если на входе системы действует единичная ступенчатая функция, 
то из ее амплитудного спектра (рис. 10.9, а) пройдет к выходу без из- 
менения только низкочастотная часть, показанная штриховкой. Этому 
спектру соответствует напряжение на выходе, представляющее пере- 
ходную характеристику 

On (: — to) . 

| sin Xx 
1 t 

hy ()= \ h(t) = 2 \ sin @e (№ ит ПХ у, 
We (t— to) п x 

— co — © 

Этот интеграл можно выразить через табулированный интег- 
ральный синус (рис. 10.9, 6), который обозначает определенный 
интеграл вида 

Siz= 

C
l
 
L
e
s
 

*
 Е be о.

 
< 
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В силу четности подынтегральной функции имеем 

_ (’— 0) 
| e ° | | 1 a. hy (t) == \= + \ п dx|= +51, ((—1). (10.27) 

-0 . 

x 
() 

График переходной характеристики, изображенный на рис. 10.9, в, 
представляет смещенный вверх по оси ординат и вправо по оси вре- 
мени на ¢ = & график интегрального синуса. Установившееся зна- 
чение A, (со) = 1; значение реакции на уровне 0,5 = A, (ty) запазды- 
вает на время {,, равное угловому коэффициепту фазовой характерн- 
CTHKH. 

Отсечение всей высокочастотной части спектра, как видим, приво- 
дит к конечному времени парастания (фронта) выходного сигнала и 
появлению колебаний до начала и после установления фронта. Макси- 
мальная крутизна фронта при Ё = ¢, согласно (10.26) 

hi! (fo) = (Lo) = вел. (10.28) 
Если время нарастання напряжения от нуля до единицы с Kpy- 

тизной (10.28) принять за длительность фронта, то 

и = п/ль. (10.29) 

Длительность нарастания сигнала на выходе обратно пропорцио- 
нальна полосе пропускания: чем меньше эта полоса, тем медленнее 
нарастает сигнал. 

При действии на входе идеального прямоугольного импульса дли- 
тельностью т через систему пропускается также только низкочастот- 
ная часть спектра. Соответствующую ей временную функцию можно 
получить из (10.28) наложением 

uy (t) =hy (9 — В ((—1) =~ [Si ве (1—1) —Sio, (6—1). = (10.30) 

Как видно из рис. 10.9, 2, при т = ть нарастание и спад выход- 
ного импульса происходят за время Ty (10.29). Минимальная длитель- 
ность импульса, при которой еще воспроизводится амплитуда вход- 
ного сигнала, | 

т—=1ф=1/®;; ®л=л. (10.31) 

Чем меньше длительность импульса, тем шире должпа быть полоса 
пропускания системы. Отсюда следует очень важный для теории связи 
вывод: более быстрая передача информации короткими импульсами 
требует увеличения полосы пропускания каналов связи. По с расши- 
рением полосы растет влияние помех, поэтому выбор оптимальной 
полосы пропускания должен производиться с учетом обоих факторов. 

В заключение остановимся кратко на прохождении модулирован- 
ных по амплитуде колебаний через систему с характеристиками поло- 
сового фильтра, полученными путем смещения на =-®, характеристик 
Н (jo) фильтра нижних частот (рис. 10.10, а). Полоса пропускания 
равна удвоенному значению частоты среза фильтра нижних частот: 

Aw = (Wy + O¢) — (®— 0, = 2W¢. 
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Если к такой системе приложено синусоидальное колебание с час- 
ТОТОЙ Wo И заданной огибающей f, (1), спектр которого получается также 
путем смещения на --®, спектра огибающей (рис. 10.10, 6), то, взяв 
произведение смещенной характеристики цепи и спектра входного 
сигнала, получим спектр колебания на выходе с огибающей f, (1: 

Е, (j@ — jo) =H (jo — jo») Fy (jo — joy). (10.32) 
При смещении переменной влево Ha /®, и спектра к началу коор- 

динат получим соотношение для спектров огибающих 

F, (jo) =H (jo) Е, (jo). (10.33) 

Отсюда следует теорема об огибающей: огибающую колебания Ha 
выходе полосового фильтра при действии на входе модулированных 

"И 
1 | 
^^ 0 | у Wp | 

— 4% We WW, WoW, и 
a} 

J 

Loo. SC | р 

A(t) 1 

ИГ 
6) 

Рис. 10.10 

колебаний можно определять, рассматривая действие огибающей 
входного сигнала на фильтр нижних частот, характеристики кото- 
рого получаются при смещении средней точки симметричных харак- 
теристик полосового фильтра к началу координат. Согласно этой 
теореме B случае приложения к идеальному полосовому фильтру сину- 
соидальных колебаний с частотой ®, и огибающей в виде ступенчатой 
функции получим на выходе колебания (рис. 10.10, в) с огибающей 
(10.27), соответствующей действию на идеальный фильтр нижних 
частот ступенчатого напряжения. 

$ 10.5. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКАЯ ФОРМА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

ФУРЬЕ 

До сих пор мы рассматривали экспоненциальную форму преобра- 
зования Фурье. Наряду с этой формой возможно представление пре- 
образования Фурье в тригонометрической форме, которая полезна, 
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в частности, для приближенных вычислений. Рассмотрим сначала 
прямое преобразование. 

Если P (&) и О (®) — вещественная и мнимая части спектральной 
функции, то согласно (9.25) 

Е (jo) =P (0) +10 (8) = {Ге dt= 

= ( Ё (t) cos wt dt — ] | Ё (t) sin ФЕ dt, 
— CO — со 

Отсюда составляющие преобразования Фурье 

P (®) = | i (2) cos wt dt; 

_ (10.34) 

Q (@) = \ j (Г) sin wt dt. 

Вещественная часть спектральной функции является косинусным 
преобразованием и, следовательно, четной функцией, а мнимая часть — 
синусным преобразованием и нечетной функцией. 

Рассмотрим обратное преобразование Фурье. После подстановки 
в (9.27) выражения спектральной функции и экспоненты через их 
вещественные и мнимые составляющие имеем 

fO=s2 \ [Р(®) 0 (@)] (cos of + sin of) do= 
=. (10.35) 

= \ [Р (©) cos of —Q (a) sin af] do. 

Получающаяся здесь мнимая часть 
i CO 

>: \ [Р (©) sin wf + 0 (©) cos wf] do =0, (10.36) 
— © 

как интеграл OT нечетных функций в пределах от —oo до со отброшена. 
Подынтегральные функции в (10.35) являются четными, поэтому 
можно записать 

= \ [Р (©) cos wt —Q (@) sin wf] do. (10.37) 
0 

Если функция времени обращается в нуль при Ё < 0, To f (—# = 
= 0 и после обращения знака ¢ в (10.37) получаем 

\ Р (w) cos wot do =— \ С (w) sin ot do. (10.38) 
0 0 
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С учетом этого равенства соотношение (10.37) можно. записать 
в виде 

i= = \ P(e) cos af da=— = \ Q(0) sin of do. (10.39) 
0 

Таким образом, функция времени, обращающаяся в нуль при 
[< 0, полностью определяется только вещественной или только мнимой 
частью спектральной функции. 

Выражения (10.39) обратного преобразования Фурье в тригоно- 
метрической форме аналогичны соответствующим формулам (10.34) 
прямого преобразования; это является следствием отмеченного ранее 
свойства двойственности преобразования Фурье. 

Выражение (10.36) показывает, что вещественная и мнимая части 
спектральной функции, так же как определяемые ими амплитудный 
и фазовый спектры, связаны между собой. 

Задание одной из составляющих в пределах 0 < ® < со полностью 
определяет другую составляющую; нельзя задавать обе составляющие 
пезависимо друг от друга — это может привести к нарушению равен- 
ства (10.36) и противоречиям. 

$ 10.6. ПРИБЛИЖЕННЫЙ ИМПУЛЬСНЫЙ МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

ОБРАТНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ 

Рассмотрим приближенный метод определения временных функ- 
ций по заданному вещественному (или MHHMOMY) спектру, основанный 
на последовательном дифференцировании кусочно-линейной (или 
кусочно-степенной) аппроксимации до получения серии импульсов 
и аналогичный приблизженному методу определения изображений 
(см. $9.12). | 

Произведем кусочно-линейное приближение графика веществен- 
ного спектра или, если это возможно, его производной k-ro порядка 
(рис. 10.11). Двукратное дифференцирование этого приближения 
pe) (о) дает последовательность импульсов, четную при четном 
у.—= К -- 2 и нечетную при нечетном V. Это следует из того, что диф- 
ференцирование спектральной функции дает 

EAS) _ £08) _ (6) — jP' (6). (jo) fda | 

Последующие у дифференцирований, как легко проверить, дают: 
при четном V 

FO) (о) = (—1)? [P® (@) + 4 (®)]; (10.40) 

при нечетном V 

FO) (jo) = (10492 [-— QM (в) + jP(0)]. (0.4 
Каждому шагу дифференцирования спектральной функции по 

j@ соответствует умножение функции времени на — [см. (9.59)]. 

250



При четном у вещественнуто часть V-H производной (10.40) можно 
записать в виде суммы импульсных функций: 

PO) (6) =(—1)*? 3 ay [6 (@ — в) + 6 (+ о], (10.42) 
где а, — значения импульсных функций, равные разностям угло- 

вых коэффициентов отрезков прямых в смежных иитервалах; 
«, — частоты, в которых сопрягаются смежные иитервалы. 

P(w) 

у 

Рис. 10.11 

Каждому слагаемому в (10.42) согласно (9.103) соответствует ко- 
синусоидальная функция времени. Поэтому искомую функцию вре- 
мени, соответствующую заданной спектральной функции, можно 
с учетом (10.39) и (10.42) представить в виде 

—_ 1/2 п 

7 (1) _2 ( Г. У Ap COS Фы (1 > 0). (10.43) 

Ю =0 

Деление па /’ соответствует у-кратному интегрированию в частот- 
ной области для перехода OT V-H производной к самой спектральной 
функции. 

Аналогично при нечетном у для мнимой части у-й производной 
(10.41) имеем сумму импульсных функций: 

Q”) (wo) =(—1)0 т DP № ay [6 (®«— @,)— 6 (®- о,)]. (10.44) 
k=0 

Каждому слагаемому в (10.44) согласно (9.104) соответствует си- 
нусоидальная функция времени. Поэтому при учете (10.39) и (10.44) 
искомую функцию. времени можно представить как 

yet? < 
=“ | У СЧ, sin pl. (10.45) др 

в —=0 
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Выражения (10.43) и (10.45) могут давать большую погрешность 
при малых значениях #. Поэтому начальное значение функции вре- 
мени и ее производных и-го порядка (и = 0, 1,2...) следует опреде- 
лять (см. § 9.9) из поведения спектральной функции в бесконечности: 

fF (0) = (fa) (76) |jw со. (10.46) 
Если начальное значение U-H производной равно нулю, TO значе- 

ния производных до (wu -+ у)-го порядка от числителей (10.43) и (10.45) 
должны обратиться в нуль при f = 0, так что 

У aor=0 (=0, 1, 2... wtv). (10.47) 
k=0 

Этим так называемым условиям моментов должна удовлетворять 
начальная кусочно-линейная аппроксимация вещественной характе- 
ристики или ее производной.



ГЛАВА ОДИННАДЦАТАЯ 

ЦЕПИ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 

$ 11.1. ОДНОРОДНЫЕ ЛИНИИ И ИХ УРАВНЕНИЯ 

До сих пор мы рассматривали цепи, составленные из элементов 
с сосредоточенными параметрами. Но в тех случаях, когда длина 
электромагнитной волны становится сравнимой с протяженностью 
устройств, необходимо учитывать распределенный характер парамет- 
ров. К таким устройствам, в частности, относятся широко применяе- 
мые в радиотехнике и электротехнике кабели и воздушные линии. 

_£ LOX RAI [+01 
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5) L+H 

Up 'utQ) u(t): £5(S) 

6) 

Pue. 11.1 

Обычно цепи с распределенными параметрами на схеме предста- 
вляют в виде двухпроводных линий (рис. 11.1, а) и называют линиями. 
Левые выводы (вход) называют началом, а правые (выход) — концом 
ЛИНИЙ. 

Каждому малому элементу линии следует приписать параметры: 
продольные — индуктивность и сопротивление, учитывающие запа- 
сание энергии в магнитном поле и потери в сопротивлении, которые 
вызываются протеканием тока по проводам; поперечные — емкость 
и проводимость, учитывающие запасание энергии в электрическом 
поле и потери утечки, которые вызываются напряжением между про- 
водами. 

Будем рассматривать только однородные линии, у которых значе- 
ния параметров, отнесенные к единице длины линии и обозначаемые 
через L, R, С, С (RG ==1), являются постоянными. 
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Напряжение и ток в линии зависят от времени Ё и расстояния от 
начала х. Поэтому уравнения для напряжений и токов в линии будут 
уравнениями в частных производных. 

Элемент линии малой длины Ах (см. рис. 11.1, а} можно прибли- 
женно представить в виде Г-образного звена, изображенного па 
рис. 11.1, б с указанием значений переменных и параметров. Bcio ли- 
нию можно представлять составленной из каскадного соединения 
бесконечного числа таких звеньев. 

Малые изменения напряжения и тока в звене вызываются паде- 
нием папряжения в продольных элементах и ответвлением тока в по- 
перечные элементы: 

Ли Ах, В Axi; 
Ou 

Ai=C Ax] 7+ С Axu. 

Полагая Ах-> 0, получаем систему из двух однородных диф- 
ференциальных уравнений с частными производными первого по- 
рядка: 

ди НЕО + КЕ; 

Oi Ou 

Путем исключения одной из переменных систему можно привести 
к одиому уравнению в частных производных второго порядка для 
напряжения и (1, x) или тока { (1, x). Решение такого уравнения должно 
удовлетворять двум начальным и двум граничным условиям. 

В качестве начальных условий задаются распределения напряже- 
ния и тока по всей линии в момент { = 0 в виде начальных функций 
1 (0, x), 1 (0, x), а в качестве граничных условий — функции времепи 
на передающем (х = 0) и приемном (x = J) концах: и (1, 0), и (1 
или i (t, 0), (Е, 0. 

В большинстве случаев линии применяются для передачи сигна- 
лов или электромагнитной энергии при нулевых начальных условиях. 

Будем решать уравнения линии операторным методом. Для этого 
преобразуем систему уравнений (11.1) по Лапласу в предположении 
нулевых начальных условий. В случае применения преобразования 
Лапласа независимая OT tf координата х должна рассматриваться как 
параметр. Изображения переменных будут функциями как комплекс- 
ной частоты, так и параметра x: 

CO . CO 

U(s, x)==\ u(t, ye“ dt; I(s, *)=) i(t, Хе" dt. 
0 

Умножим первое из уравнений системы (11.1) на e* dt и про- 
интегрируем в пределах от 0 до со: 

со со 

\ ar ея dt4R | ie чать 
0. 

(11.1) 
Q
 

et dt —(), 

о
»
 

<
>
 |
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Знак частной производной по х можно вынести из-под знака ин- 
теграла и заменить знаком обычной производной, поскольку после 
преобразования время исключается. В результате для первого урав- 
нения и по апалогии для второго уравнения получаем преобразования 
по Лапласу (операторные уравнения): 

ae. EO +29) 1s; x= 

A УИ, x)=0, 
as (s, x) (11.2) 

где Z (5) = Ю + $[, У ($) = G+ sC — операторные сопротивление и 
проводимость линин на еди- 
ницу длины. 

При нулевых начальных условиях операторные уравнения яв- 
ляются однородными. 

Если продифференцировать первое уравнение (11.2) по х и исклю- 
чить производную от / (5), которая дается вторым уравнением, то 
получим 

OU. (5) (6, = (11.3) 

где y(s)=V Z(s)Y (s)=V (В - $1) (G+ $С)— операторный коэффн- 
циент распространения (постоянная распространения на единицу 
длины). 

Изображение тока можно выразить через И ($, Хх) из первого 
уравнения (11.2): 

1 406,4) 
79а (11.4) 

$ 11.2. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ЛИНИИ 

Напряжения и токи в линии, получающиеся в результате решения 
системы уравнений (11.1), имеют характер волн, распространяющихся 
вдоль линии: от начала к концу — падающие (прямые) волны и от 
конца к началу — отраженные (обратные) волны. Дадим решение 
уравнений линии с помощью преобразования Лапласа. Для этого не- 
обходимо сначала определить из (11.3) изображение искомого напря- 
жения, удовлетворяющее заданным граничным условиям, а затем 
найти оригинал этого изображения. 

Для однородного уравнения второго порядка (11.3) с корнями 
характеристического уравнения == yp имеем решение 

И (s, х) =U" (s)e *¥+ ие“. (11.5) 

Изображение тока согласно (11.4) 

I ($, x)= u mG el -|- v Zin el, (11.6) 
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_Z() _ 1/20 _1/ +51 
me 2 (9) T= У У = бе — операторное характеристи- 

ческое сопротивление линии. 
В этих выражениях U*(s) и (` ($) есть независимые от х произволь- 

ные постоянные интегрирования, имеющие, как увидим, смысл изоб- 
ражений падающей и отраженной волн напряжения при х = 0. Эти 
величины должны быть определены из соотношений, удовлетворяющих 
граничным условиям. 

Как видно из (11.6) и (11.3), операторное характеристическое со- 
противление и операторный коэффициент распространения в общем 
случае представляют иррациональные выражения от комплексной 
частоты $, что затрудняет решение уравнений. В частном случае со- 
отношения параметров (R/L) = С/С, которым удовлетворяет «неис- 
кажающая» (см. $ 10.3) линия, указанные выражения принимают 
простой вид: 

Z.=p=VLIC; y=RVCIL+sVIC =a,+sVLC. (11.7) 
Обычно в линии проводимость утечки G А 0, и условие неиска- 

жаемости не выполняется. Иногда добиваются выполнения этого ус- 
ловия путем включения в провода линий связи на равных расстоя- 
ниях сосредоточенных индуктивностей, повышающих индуктивный 
параметр линии. При этом возрастает характеристическое сопроти- 
вление линии. 

Выражения, аналогичные (11.7), получаются также для линий 
с малыми потерями, к которым относится большое число применя- 
емых на практике линий. Для таких линий выполняется условие 
1$ [2 > Ри [$ | С» 4—0, если спектр сигнала содержит в основ- 
ном высокочастотные составляющие, и можно приближенно принять 

yee sVLCVI-+FRISL ~s VLC (1 + R/s2L) == 
~0,5RVC/L+sV [С=а- У ГС. 

Еще более простые выражения получаются для линий без потерь, 
когда R = 0и С =0, а характеристическое сопротивление и коэф- 
фициент распространения имеют вид 

Z,.=V LIC=9; y=sV LC=s/v, (11.8) 

roe v=1/V IC — скорость распространения электромагнитной волны 
В ЛИНИИ. 

В последующем будем рассматривать в основном решение для ли- 
ний без потерь, которое имеет простой и наглядный вид. Это решение 
можно считать приближенным. решением для линий с малыми поте- 
рями. К тому же подстановкой вида $ = р + a, как видно из сравне- 
ния (11.8) и (11.7), решение для линии без потерь переносится на 
случай линии с малыми потерями. Указанная подстановка согласно 
теореме (9.78) смещения в комплексной области означает введение 
ВО, временной области экспоненциальных множителей затухания



Уравпения для изображений (11.5) и (11.6) линии без потерь при 
учете (11.8) приобрегают вид 

U (s, y= U* (s) е— sx/0 1 |) ($) езх/э; a 9 

I (s, x) =p! [U* (6) e¥"—U> (9) ев ы 
Выясним смысл слагаемых, входящих в эти выражения. Изобра- 

жению (* (5) в первом слагаемом соответствует функция времени 
в точке x == 0 ut (1. Экспонента © °^/°, в показатель которой входит $, 
согласно теореме (9.70) смещения в вещественной области означает 
запаздывание временной функции на величину х/э, растущую про- 
порционально расстоянию х. Следовательно, первому слагаемому 
в (11.9) соответствует функция 
времени, которая, сохраняя dop- 
му, перемещается слева направо — 
от источника к нагрузке — и пред- 
ставляет падающую волну напря- 
жения. В [области имеем т 

ил (1, Х) == и" (t—-x/v) 6, (Е — х/5). НР а, 

При фиксированных значениях х 
функция 1 (Ь X,) = ut (t-—x,/v) дает Е + т) 
изменение напряжения падающей й хо 
волны во времени. На рис. 11.2, а 
показаны кривые изменения на- 
пряжений в точках х = 0 (начале) ОНИ 

u(t,0) U{t, ‚т, } 

их = x,. В точку x, напряжение =~ Е x 
приходит с запаздыванием Ha время И И 
х1/9, нужное волне для пробега 5) 
расстояния ху. 

При фиксированном значении 
времени и, (¢,, x) = ut (t,—x/v) яв- 
ляется функцией х и дает распределение падающей волны напряже- 
ния вдоль линии. На рис. 11.2, 6 показаны графики для моментов 
времени д и ft, + At. За время Af напряжение перемещается вправо 

на расстояние Ах = vAt со скоростыо v = 1/V ГС. 
Аналогичным образом можно установить, что второму слагаемому 

в (11.9) соответствует функция времени, перемещающаяся справа 
налево — от нагрузки к источнику — с сохранением своей формы 
и представляющая отраженную волну. 

Из (11.9) видно, что изображения падающих и отраженных волн 
напряжения и тока связаны между собой через характеристическое 
сопротивление соотношением в виде закона Ома U* = р/. 

Согласно (11.9) напряжение и ток в любой точке линии и в любой 
момент времени можно получить наложением падающей и отраженной 
волн. Поэтому для анализа процессов в линии необходимо найти 
изображения U* ($) и U ($), определяющие падающие и отраженные 
волны и зависящие от граничных условий. 

Рис. 11.2 
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В случае применения линии в качестве передающего устройства 
рассматривают схему, изображенную на рис. 11.1, в: в начале линни 
включается источник напряжения с внутренним сопротивлением 
Z, ($) н напряжением U, (5$) = & [uy (1], ав конце линии — нагрузоч- 
ное сопротивление Z, (5). Граничные условия для этой схемы можно 
записать в следующем виде: 

при х=0 
U ($, 0) = ($) — Z, ($) Г (5, 0); (11.10) 

И ($, [)=Z,(s) I ($, 1. (11.11) 
при х=/ 

Для определения произвольных постоянных необходимо в гранич- 
ные условия подставить значения изображений напряжения и тока 
при х =[Гих == 0. 

Подставляя в (11.11) значения изображений напряжения и тока 
из (11.9) при x = J, имеем 

И ($, 1) == U* ($) е МЕ (У ($) ез № = 2 = [U* ($) e~ 8/2 — (7 ($) e8//?]. 

Отсюда 
U~ (s) =U‘ ($) ш ($) e~ 52°, (11.12) 

Здесь выражение 
с (5) —р Wy (5 9 2.9’ 

зависящее от соотношения сопротивления нагрузки и характеристи- 
ческого сопротивления линии, называют коэффициентом отражения 
на приемпом конце. 

Уравнения (11.9) можно теперь записать в виде 

U ($, x) — [J* (s) [e—sx/e +. Wo (s) е— $ (21 — х)/ч], 

11.13 
Г (5, x)= Ut ao [e—s*/e — Wy (5) е— $ (271 —х)/э]. ( ) 

Подставляя в (11.10) значения изображений напряжения и тока 
из (11.9) при х==0, получаем 

U (s, 0) =U" (s) +U (3) = Up (3) 00]. 
Если в начале линии ввести коэффициент отражения, равный 

отношению отраженной и падающей волн при х=0 

_ 21($-р _ О 65) 

то при учете (11.12) получим значение произвольной постоянной 

а -._64(9 11.15 
Us O-- 22 ($) L—wy ($) в, ($) e 0 ° 
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Для определения напряжения и тока в любой точке линии при 
действии заданного напряжения необходимо найти коэффициенты от- 
ражения и по (11.15) — значение произвольной постоянной, а затем 
подставить их в выражения изображений напряжения и тока (11.13). 

$ 11.3. ВОЛНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ЛИНИИ 

Рассмотрим несколько простейших примеров колебаний в одно- 
родной линии без потерь. 

Пусть источник согласован с линией: внутреннее сопротивление 
источника и характеристическое сопротивление линии равны Z, ($ = 
= 0 и коэффициент отражения в начале линии ил (Ss) = 0. 

Из (11.15) и (11.12) получаем 

Ut (9 == 0.6); 
(11.16) 

U- $ =: Up ($) ws ($) е- 2”, 

Напряжение источника ( ($), как видим, делится поровну между 
напряжением падающей волны линии U* (5$) и падением напряжения 
во внутреннем сопротивлении источника. 

Подставив значения (11.16) в (11.9), получим изображения иско- 
мых напряжения и тока в любой точке линии: 

U (5, Хх y= (о 5) [e—s*/o + We (s) е— $ (21 — х)/®] , 

(11.17) 
Г (5, ны (5) е—# (21 —^)/з], 

Предположим сначала, что второе слагаемое в полученных выра- 
жениях равно нулю. Это условие выполняется только в двух случаях: 

1) при [ = oo, т.е. в случае бесконечно длинной линии; 
2) при и (5) = 0, т.е. при согласовании нагрузки с линией ко- 

нечной длины, когда 7. ($) = 0 и отражение сигнала на приемном 
конце отсутствует. 

Отсюда заключаем, что процессы в линии, согласованной с нагруз- 
кой, и в линии бесконечной длины будут идентичными. 

В линии имеем только падающие волны напряжения и тока, изо- 
бражения которых связаны между собой через характеристическое 
сопротивление: 

206) И ($, x)= е— Sx/0- 
(11.18) 

Г(, = Ho (5) озу. 

Согласно теореме запаздывания падающие волны перемецаются 

в линии слева направо с постоянной скоростыо и == 1/И LC и сохра- 
нением формы напряжения источника. В {-области волну напряжения 

9* 259



можно записать в виде 

W(t, x) => Up (t—x/0) 6, ((—х/о). (11.19) 

На выходе линии волна напряжения, имеющая форму входного 
сигнала, появится с запаздыванием Ha время t=l/v: 

Uo ($) - 0, д = es, (11.20) 

Отношение изображений напряжений на выходе и входе пред- 
ставляет функцию передачи цепи 

Hy (== Е". (11.21) 

В отличие oT цепей с сосредоточенными параметрами полученная 
функция передачи является трансцендентной — она содержит $ в по- 
казателе экспоненты. Как видим, (11.21) удовлетворяет условиям 
(10.22) неискаженной передачи сигналов: при $ = f/@ амплитудная 
характеристика постоянна, а фазовая линейна в бесконечной полосе 
частот. Указанное свойство позволяет применять линии в качестве 
цепей задержки, задерживающих сигнал на определенное время с ми- 
нимальным искажением его формы. 

Таким образом, для неискаженной передачи сигналов по линии 
без потерь необходимо согласовать ее в начале — с источником и 
в конце — с нагрузкой. Условия неискаженной передачи также не 
будут нарушены, если внутреннее сопротивление источника является 
активным сопротивлением КЮ, = 0, не согласованным с линией. 
Здесь изменится лишь коэффициент деления напряжения между ли- 
нией и внутренним сопротивлением источника, значение которого 
вместо 0,5 при КЮ, = р может колебаться в пределах от 0 (Ry = oo) 

до 1 (Ry = 0). © 
Но искажение формы сигнала всегда появится при любом рассог- 

ласовании пагрузки с линией и появлении отраженных волн. Иска- 
жения также будут иметь место в линиях с большими потерями, когда 
Z, WY являются иррациональными; сигнал будет искажаться как 
в самой линни, так и вследствие отражений на концах. Здесь полное 
согласование линии с сопротивлениями дробно-рационального вида 
невозможно. 

Отношение изображений напряжения и тока на входе согласован- 
ной линии, т. е. входное сопротивление линии, не зависит от х и равно 
характеристическому сопротивлению 

И ($, 0 И ($, x ЕЯ. (11.22) I ($, 0) Г (8, х) 

Если нагрузка не согласована с линией: Z, ($) ~ 0 и WwW, ($) =20, 
то появятся отраженные волны напряжения и тока, связанные через 
характеристическое сопротивление р. Второе слагаемое в изображе- 
нии напряжения 

L [и (t, j= 5 Uo (s) wa (5) em He, (11.23)



Величнна (2l—x)/u в показателе экспоненты, представляющая 
время запаздывания, растет с уменьшением х, т. е. с приближением 
точки к началу линии; поэтому мы имеем волну, движущуюся со ско- 
ростью о от конца линии к началу. Множитель перед экспонентой ра- 
вен произведению изображения падающей волны и коэффициента от- 
ражения, так что форма отраженной волны зависит также от вида 
сопротивления нагрузки. Только при чисто активной нагрузке формы 
отраженной и падающей волн будут подобны. 

Физически отраженная волна возникает в силу необходимости 
выполнения граничного условия (11.11), связывающего напряжение 
и ток в конце линии и отличающегося от соотношения U* (5) = p/*t (5) 
между напряжением и током падающей волны. 

В качестве первого примера рассмотрим подключение линин, 
согласованной в начале (R, = 0) и нагруженной на выходе активным 
сопротивлением Ю., к источнику единичного ступенчатого напряжения. 

Коэффициент отражения 
y= 2 

Ко 

может изменяться от —1 (Ry = 0) до +1 (КЮ. = ©). 
Поскольку w, (5) = Ou И * ($) = 1/25, из (11.13) получаем изобра- 

жение напряжения в линии: 

И ($, x)= x [е- 5х/о 1 gem $ (21 — х)/о], 

Изображение тока дет отличаться множителем |/р и знаком пе- 
ред вторым слагаемым. 

Выражение напряжения во временной области 

u(t, x)=0,55, (f——x/v) 0,564 [#— (21— х)/]. 

Первое слагаемое представляет падающую волну ступенчатой 
формы, а второе слагаемое — отраженную волну также ступенчатой 
формы: при вещественном W, форма волны не изменяется. При В, «< 
< о отраженная волна напряжения отрицательна, а при Ry > 
положительна. 

Наложение обеих волн позволяет получить напряжение в любой 
точке линии и в любой момент времени. На рис. 11.3 показана кар- 
тина прохождения волн напряжения и тока по линии в различные 
моменты времени при Ry = co и и, = I. 

После включения линии появятся движущиеся направо падающая 
волна напряжения с амплитудой U,/2 и волна тока с амплитудой 
U,/20. При ¢ = т = Ц волны достигнут правого конца и полностью 
отразятся: волны напряжения — с тем же знаком, а волны тока — 
с обратным знаком. Отраженные волны, амплитуды которых равны 
амплитудам падающих волн, будут перемещаться влево и наклады- 
ваться на падающие волны, поступающие от источника. После при- 
хода волн к началу линии с коэффициентом отражения w, ($) = 0 
отражений сигналов не будет, и волновой процесс прекратится. При 
этом линия окажется заряженной до напряжения источника Uj; 
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тока в линии не будет. Через сопротивление К, ток протекает в тече- 
ние времени 2T, необходимого для прохождения волны туда и обратно. 
На сопротивлении К; получим импульс напряжения точно прямо- 
угольной формы длительностью 2% и амплитудой Uy/2. 

в, = р 
U, ~° 

0,5Up 
| TT (enact ~~ 

| Е 
О В О М Г 
| Up | 

TH | 
4 4 

| Ug /ep 

ПЕ 
| р 

eke 4 

| - 
‘ ; 

Puc. 11.3 

Если теперь параллельно активной проводимости нагрузки ВКЛЮ- 

чить емкость Cy, то коэффициент отражения не будет вещественным 

\o [$-Н (@&— 1/0)  — (8-4) 

@2 (5) = ЕС, = лы 
Изображение напряжения в линии согласно (11.13) 

Lf ule s+m у —  1е— 5/9 — 1 р $ (21 — x)/v О ($, x) =5, е ри, © |. 

Разложив на простые дроби множитель при второй экспоненте 

ли  _ Ии/т? 4 {— 11/715 

$ ($-- т) 5 НИ ’ 

запишем выражение напряжения в Г-области: 

u(t, x) =0,56, (1— хо) — т 8, [1 — (21 — хо] — 
2 

— 0,5 (1 —my/m,) e~ mle — (24— «)/2] §, [t — (21 —х)/о|. 
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Отраженная волна, как видим, состоит из ступенчатой и экспонен- 
циальной составляющих. 

В общем случае, когда в, (5) 520 и wy ($) =0, отражения волн 

напряжения п тока будут происходить как от конца, так и от начала 

линин — волновой процесс в линии примет характер многократных 

отражений. Подставив (11.15) в первое выражение для изображения 
напряжения в линии, получим 

OU (5$) eC Ио 1 yy, (s) е_ $ (27 — x)/0 
О ($, х) = — +21 ($) — [1—w, ($) 5 (s) "J 

В выражении для / ($, x) не будет множителя р, а перед вторым 
слагаемым чнислителя появится U, 
знак «минус». a ° 

Путем делепия сдиинцы па -7 
выражение в квадратных скоб- , Uy | 
ках знаменателя получим сте- al Ra; | 

пенной ряд: | ? 

1 | —— Ч 
se =! + ие 52° + | [mower Те То ППШ ! 

+ (WyWe)? e~ 844/27 + | | 
| | 

Изображение напряжения ui] [ТТ] | 
теперь можно представить как т. =. | 

| 
( ($) “fe U(s, x)= е— sx/v —- | | ЕО В | 

Те nat OTT — 
—s(2/ --x)/v о + ww res (27-Е x)/o | “9 

+ wwe $ №... ]. ~—| | 

Нетрудно убедиться, что Рис. 11.4 
первое слагаемое является изо- 
бражением падающей волны напряжения, второе — отраженной от 
конца линии волны напряжения, третье — отраженной от начала 
линни волны напряжения и т. д. В выражении изображения тока 
слагаемые четных померов будут иметь знак «минус». 

С каждым новым отражением изображения отдельных волн услож- 
няются, так как они YMHOMKAIOTCA на W, (5) или W, ($). Усложняется 
и вид результирующей волны в линии, получающейся паложением 
отдельных отраженных волн. 

В качестве второго примера рассмотрим простейший случай под- 
ключения линии к источнику постоянного напряжения ( = | при 
вещественных коэффициентах отражения, когда форма отраженных 
волн подобна форме входного сигнала. Примем Z, = 0 u Z, = oo, 
так что и = —[ и w = +1. Изображение напряжения в Линии 
приобретет вид 

U ($, x) = [е—5*/о + e—s \2l—x«)/v__a-s (22 -- x)/v + ... |. 
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Картнна прохождения волн напряжения в различные моменты 
времени показана на рис. 11.4. 

Волновой процесс здесь получает периодический характер: период 
процесса будет равен четырехкратному времени прохождения вол- 
ной линии Т == 4t = 4l/v. 

В реальных линиях из-за наличия потерь волны напряжения и 
тока будут затухать, и в разомкнутой линии установится напряже- 
ние Uy; установившийся ток будет равен нулю. 

$ 11.4. ЛИНИИ В УСТАНОВИВШЕМСЯ СИНУСОИДАЛЬНОМ 

РЕЖИМЕ 

В установившемся синусоидальном режиме напряжения и токи 
в любой точке линии будут синусоидальными функциями времени 
с частотой, равной частоте источника сигнала. 

Используя метод комплексных амплитуд, токи и напряжения бу- 
дем заменять их комплексными амплитудами J, (x) и (м (x), завися- 
щими от координаты точки линии, а нагрузку и внутреннее сопроти- 
вление источника — комплексными сопротивлениями Z, (16) и Z, (fo). 
Введенные нами параметры линии будут также комплексными. 

Характеристическое сопротивление линии, определяющее соот- 
ношение между напряжением и током падающей или отраженной волны, 
согласно (11.6) | 

iol - :. 
7, — СЕ 2. [№ (11.24) 

Напряжение и ток падающей или отраженной волны будут сдви- 
нуты по фазе на угол @,. Комплексный коэффициент распространения 

у=а-+ в =И (R+ joL) (G+-joC). (11.25) 
Вещественную составляющую & называют коэффициентом затуха- 

ния, а мнимую — коэффициентом фазы. Для линий с малыми поте- 
рями, как было показано выше, приближенно имеем 

ypratjoVLC. (11.26) 
В частном случае линии без потерь (Ю =0, G=0) характеристи- 

ческое сопротивление вещественно: 

Z,(x)=V LIC =p, (11.27) 
поэтому напряжение и TOK падающей или отраженной волны будут 
совпадать по фазе. 

Коэффициент распространения принимает чисто мнимое значение, 
растущее пропорционально частоте: 

у= В = ю И [С = ю/. (11.28) 

Так как коэффициент затухания равен нулю, то комплексные 
амплитуды напряжения (и тока) будут одинаковыми в любой точке 
ЛИНИИ, 
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Рассмотрим сначала установившийся режим в простейшем случае 
линии без потерь. 

Уравнения для установившегося режима в линии без потерь можно 
получить, если в операторных уравнениях (11.9) положить $ = fo 
с учетом (11.26) и (11.27) и заменить изображения U (5, x) и Г (5, X) 
соответственно комплексными амплитудами напряжения и тока: 

От (xX) = Иней 4+ Орех; 

In (x) = —- Oke е-78* — (не). (11.29) 

Здесь Ui, и Um — комплексные амплитуды установившихся сину- 
соидальных падающих и отраженных волн при 
х = 0. 

Для анализа установившегося режима удобно перенести начало ко- 
ординат и расположить его на приемном конце, т.е. принять для 
приемного конца с нагрузкой 
х =0, а для передающего кон- > | т 
ца с источником х = — (рис. - | (=O 
11.5, a). re 

Для приемного конца при ult) 
x = 0 имеем Un (0) = 25 (16) Г (0). 
Подставляя значения комплекс- 
ных амплитуд напряжения и 
тока из (11.29) при x == 0, по- т 
лучим 

От (0) =U}, +Um= 

— Aa (10 Vo) (U т — U in). (т) 
0 

Отсюда комплексную ампли- 
туду напряжения отраженной Ge 
волны можно выразить в виде 

fn Р Ups — о (J) (7+. 

(11.30) 

OF т — aa 

Отношение комплексных амплитуд напряжения отраженной и па- 

дающей волн при х == 0 является комплексным коэффициентом отра- 
жения от приемного конца: , 

Wy (jo) = — 2 (7) —р 
Un Ze (jo) о‘ 

С учетом (11.30) уравнения (11.29) можно переписать в следую- 
щем виде: 

Om (x) == UR (0 + wpe!) = ОУ [1 + w (х)]; 
In (х) == 1h (ей — we!) = Ihe f** [1 — w (x)], 

где w (x) == w,e/?"*, 

(11.31) 
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Отношение комплексных амплитуд напряжепия и тока при x = 

= —!/ представляет комплекспое входное сопротивлепие линии па 

передающем конце: 

(и (—1 1 + wee" 284 Zam) р (11.32) ° = О 
, 

Im (— l) | — Woe” 281 

Как видим, комплексное входное сопротивление линии зависит 
от длины линии и коэффициента отражения. 

Для уяснения смысла волн установившегося синусоидального 
режима рассмотрим процесс в линии, согласованной с нагрузкой, 
который идентичен процессу в бесконечной длинной линии. 

При равенстве сопротивлення нагрузки и характеристического со- 
противления линии: 25 (1%) = р коэффициент отражения We (fw) = 
= 0, и получается режим бегущих волн. Согласно (11.31) в этом слу- 
чае для комплексных амплитуд напряжения и тока получаем 

e у + or 

Um (о) = рей", In (x) = oP. (11.33) 

В линии без потерь, согласованной с нагрузкой, амплитуды напря- 
жения и тока постоянны (не зависят OT х), но равные друг другу фа- 
зовые углы напряжения и тока растут пропорционально расстоянию 
между рассматриваемыми точками. Это означает, что чем дальше от 
начала линпи расположена точка, тем позже придет туда определен- 
ная фаза синусоиды, например, ее максимум — в линни имеем пере- 
мещение сипусоидальных волн напряжения и тока. Для лучшего 
уяснения вопроса перейдем во временную область. Если начальную 
фазу напряжения (» принять равной нулю, то во временной области 
выражению для комплексной амплитуды напряжения (11.33) соответ- 
ствует напряжение 

и (x)= И cos (of — Bx). 

В любой фиксированный момент времени напряжение вдоль линии 
распределяется по синусоидальному закону, как показано па 
рис. 11.5, 6: при 1 = 0 и (x) = Ил50$ (—Вх) — кривая Ги при Ё== 
= — А (предшествующий момент) и (x) = Илсоз (—oAt—Bx) — кри- 
вая 2. За интервал Ad амплитуда переместилась на расстояние, опре- 
деляемое условием —wAt -- ВАх = 0, т. е. 

OLS ВТ 

Отсюда следует, что синусоидально распределенные по линии волны 

напряжения и тока перемещаются от Начала линии к нагрузке со 

скоростью 

A ] 
p= a (11.34) 

At В YILC 

называемой фазовой скоростью. 
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За время, равное периоду, волна переместится на расстояние 

и 2m А==оТ= = (11.35) 
называемое длиной волны. 

Таким образом, в линии без потерь, согласовапной с пагрузкой, 
в установившемся режиме получаем бегущие волны, представляющие 
непрерывное перемещение по линии (от начала к концу} синусоидаль- 
ных волн напряження и тока. 

Так как &. = 0, то в соответствии с (11.32) входное сопротивление 
согласованной липии без потерь является постоянной величиной, пе 
зависящей от ее длипы, и равно характеристическому сопротивлению: 
Z = 0. Независимость сопротивления Z от длины линии весьма важпа 
для передачи мощпости очень высоких частот: изменение длины ли- 
нни по какой-либо причине пе будет влиять на ее режим, так что пе 
требуется контролировать длину перелающих линий (фидеров, вол- 
НОВОДОВ). 

Режим бегущих волн весьма желателен для передачи энергии 
также потому, что амплитуды напряжений и токов одинаковы по всей 
длине линии. Рассогласование линии с нагрузкой, как увидим дальше, 
приводит к неравномерному распределению амплитуд папряжений, 
и в местах повышенных значений амплитуд возникает опасность про- 
боя изоляции между проводамн линии. 

При конечной длине линии и несогласованной нагрузке: Z, == 0 
ии, =- 0 получим слагаемые » (Лье!Вх и ш, [нех в уравнениях (И. 31), 
представляющие комплексные амплитуды отраженных от приемного 
конца синусоидальных волн. Эти волны напряжения н тока, совпа- 
лающие по фазе, перемещаются от приемного конца к передающему 
с постоянной скоростью и. 

Напряжение и ток в любой точке согласно (11.31) определяются 
как наложение падающей и отраженной волн. 

В общем случае линий с потерями, когда параметры Z, Hy являются 
комплексными, уравнения будут отличаться от (11.29) лишь тем, что 
вместо р появится Z,, а в показателях экспонент вместо |В окажется 

yaa + jp: 
Om (x) = Une + Une =Uhe re + Une “el, 

[т (X) == 77 (Oh — Оле") = Z3' (Ohe “el — (де seh (11.36) 
Наличие у комплексных амплитуд множителя — экспоненты e7** 

означает, что сипусоидальные падающие и отраженные волны напря- 
жения и тока по мере перемещения по линин будут затухать. Картина 
распределения вдоль линии падающей и отраженной волн примет 
вид, показанный на рис. 11.5, в. 

Из двух уравнений, получающихся после подстановки в (11.36) 
х = 0: 

От (0) — т — (Un -- Um); [т (0) — т — с. (ИТ, — (;), 

получаем . , , , , 
От — 0,5 (Vom + Zel om): Uin — 0,5 (Von — Zel am): (1 I OT) 
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Подставчв эти величины в (11.36), после несложных преобразова- 
ний получим уравнения линии через напряжение и ток приемного 
конца: , , , | 

(т (х) == Vom Ch ух — Готбс sh ух; 
я = _ om (11.38) 

sh px + Jom ch px. 

Положив x = —l, найдем значения напряжения и тока в начале 
линии (на входе), выраженные через напряжение и ток на выходе 
линии (нагрузке): 

Om (—l)= От —= om ch yl -+ ие sh yl; 

in(—)=l m= es sh yl + lam ch yl. (11.39) 

Эти выражения являются уравнениями линии, рассматриваемой 
в виде четырехполюсника. Они идентичны уравнениям (7.41) симмет- 
ричного четырехполюсника, выраженным через характеристические 
параметры. Величина yl = al + jbl является постоянной распрост- 
ранения, а ее составляющие — постоянной затухания (1) и постоян- 
ной фазы (BZ). 

$ 11.5. РЕЖИМ СТОЯЧИХ ВОЛН 

Режим стоячих волн устанавливается в линии без потерь при от- 
сутствии передачи активной мощности — коротком замыкании или 
разрыве нагрузки, а также при чисто реактивной нагрузке. 

а. В режиме короткого замыкания нагрузки Z, = 0, и коэффици- 
ент отражения w, (15) = —1. Из уравнения (11.31) получаем, что 
падающая и отраженная волны имеют одинаковые комплексные 
амплитуды; наложение этих волн дает 

U m (x) = О (© — ef”) — — 120% sin Bx; 

US, . 20+ 11.40 
[т (x) === (e/** +e") =— cos Bx. \ 

Как видим, амплитуды напряжения и тока изменяются вдоль ли- 
нии соответственно по синусоидальному и косинусоидальному зако- 
пам (рис. 11.6, а). Такое распределение амплитуд получается в ре- 
зультате наложения падающей и отраженной волн с одинаковыми 
амплитудами, движущихся навстречу друг другу. 

В месте короткого замыкания (x = 0} напряжение имеет нулевое 
значение (узел), а ток—максимум (пучность), равный 20%/р. Узлы 
и пучности, отстоящие друг от друга на расстоянии A/4 (четверти 
длины волны), чередуются. 

Во временной. области выражениям (11.40) соответствуют напря- 
жение и ток, представляющие синусоидальные функции времени: 

и (t, x) =2U;, sin Bx cos (wt — 1/2); 

2U (11.41) 
i(t, x) = —-- cos Bx cos of. 
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Начальные фазы напряжения и тока не зависят OT х, следовательно, 
в любой точке колебания происходят одновременно, но с различными 
амплитудами. Напояжение и ток сдвинуты по фазе на 90°, мощность 
равна нулю в любой точке линии — нет потерь и передачи энергии. 

Входное сопротивление короткозамкнутой линии в точке х, равное 
отношению комплексных амплитуд напряжения и тока (11.40), является 
чисто мнимым, т.е. реактив- 
HbIM: и a” 

U . / 
1 = — jp tg (Bx). же SA 

\ / \ / \ (11.42) у Lo LN 
“A TAN APD AMG 0 

Значение входного сопро- a) 
тивления в зависимости OT 
длины линии (или частоты) 
изменяется по закону танген- 
соиды (рис. 11.6, 6) и может. 
принимать как индуктивный, хх. 
так и емкостной характер. IN = 
При изменениях х в преде- 
лах от нуля до четверти 
длины волны величина Z по- 
ложительна (х принимает от- 5) 
рицательные значения) — ли- 
ния имеет индуктивный ха- Рис. 11.6 
рактер, а в пределах от 4/4 
до ^/2 — емкостный характер и т. д. Подбором соответствующей 
длины линии можно получить любое значение реактивного сопро- 
тивления. 

В точках пучности напряжения сопротивление бесконечно велико, 
а в точках пучности тока оно равно нулю. 

Зависимость входного сопротивления от частоты (частотную ха- 
рактеристику} короткозамкнутой линии конечной длины можно по- 

лучить, положив в (11.42) x = —l u В = ®И LC: 

7—} С! $11 (о VLC 1) . 

ip tg @ у Ip cos(w V LC 1) 

График этой функции показан на рис. 11.7. Нули и полюсы сопро- 
тивления являются соответственно корнями синуса и косинуса, ко- 
торые удовлетворяют условиям 

№ ЭЙ “Alt 0 

—
 

—
 

—_
 

, 
Р
А
С
 
О
О
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(11.43) 

67 р R 

Wp И LCl—bkn; СТ (Е —=0, I, 2...). 

ри (0,5) x (11.44) 
wo, И [С1= (#- 0,5) п; @p== УТС, 

Нулю и полюсы лежат на мнимой оси на одинаковых расстояниях 

друг от друга и взаимно чередуются, число их в отличие от цепей с ко- 

нечным числом сосредоточенных элементов бесконечно велико. 
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Из рассмотрения частотной характеристики линии следует, что 
вблизи полюса она близка по виду к частотной характеристике парал- 
лельного [.С-контура, а вблизи нуля — к характеристнке последова- 
тельного LC-Koutypa. Следовательно, короткозамкнутая линия вблизи 
полюса ведет себя, как параллельный, а вблизи нуля — как последо- 
вательный [.С-колебательный контур. 

| 241 | t=Vite || | 
| 

| | | 
| | 
| | 

| 
| | 

T/2T ПИ и Т/С | и. 

[of 4 | 
| | | 

6. В режиме разрыва нагрузки 25 = oo, и коэффициент отражения 
ш. = 1. Из уравнений (11.31) получаем одинаковые комплексные 
амплитуды падающей и отраженной волн, наложение которых дает 

От (х) = Uh, (№ + е/*) = 20% cos Вх; 
у 20+ (11.45) 

т , 

In (x) — > et — e/F*) — oO У Вх. 

S
 

По сравиению с предыдущим случаем здесь напряжение и токи 

их распределение вдоль линии поменялись местами: в коице линии 

(х = 0) имеем пучность напряжения и узел тока. 
Входное сопротивление линии также имеет реактивный характер: 

и. Z == Um) _ jp ote (Bx). (11.46) 
Im (x) 

При изменении длины в пределах от 0 до A/4 линия ведет себя как 
емкость, в пределах от 4/4 до A/2 — как индуктивность и т. д. 

Входное сопротивление и частотные характеристики разомкнутой 
и короткозамкнутой линии взаимно обратны: обе линии взаимно 
дуальны. 

в. При чисто реактивной нагрузке Z, = |х› модуль коэффициента 
отражения равен единице 

wy (jo) = oo el Pa: o=arcig ae. (11.47) 
iX2+0 —p? 

Амплитуды падающих и отраженных волн будут также одинаковы — 
получится режим стоячих волн с тем отличием, что отраженная волна 
будет сдвинута относительно падающей на угол 0 < ф, < л. Поэтому 
в конце линии не будет ни пучности, ни узла. 

Линии с малыми потерями в режиме стоячих волн находят много- 
численные применения в устройствах радиоэлектроники сверхвысо- 
ких частот, 
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Отрезки линий в режиме короткого замыкания или холостого хода 
применяются в качестве частотно-избирательных контуров вместо 
контуров из сосредоточенных [.С-элементов, а также отдельных эле- 
ментов [и С 

Четвертьволновые линии, т.е. отрезки линии длиной [ = 4/4, 
могут быть использованы для трансформирования величины сопроти- 
вления 2. двухполюсника, присоединяемого в качестве нагрузки 
к выходу линии. Входное сопротивление такой линии согласно (11.32) 
при [ = ^/4 и учете (11.12) 

о. (11.48) 

Входное сопротивление нагруженной четвертьволновой линии 
обратно пропорционально сопротивлению нагрузки. Его значение 
можно изменять путем изменения волнового сопротивления линии. 

Широкое применение находят короткозамкнутые четвертьволновые 
линии; их входное сопротивление, как видно из (11.48), может во 
много раз превышать характеристическое сопротивление (7. — 0). 
Поэтому такие линии можно использовать в качестве металлических 
изоляторов для поддержки проводов линий (фидеров). 

В заключение остановимся на общем режиме в линии без потерь. 
В случае произвольной нагрузки модуль коэффициента отражения 

| w, | == | и режима стоячих волн в линии не будет. Но получающийся 
при этом общий установившийся режим можно представить в виде 
наложения рассмотренных режимов бегущих и стоячих волн. Дей- 
ствительно, уравнение напряжения (11.29) можно записать в виде 
следующей суммы, если прибавить и вычесть Ише“/в»: 

O m (x) = Ute + Ue! == (Ob + Um) ol + Оз (е/\ —е`/®). — (11.49) 

Первое слагаемое в (11.49) аналогично выражению напряжения 
(11.29) и, следовательно, дает режим бегущей волны. При этом ком- 
плексная амплитуда бегущей волны равна сумме комплексных ампли- 
туд падающей и отраженной волн. Второе слагаемое апалогично вы- 
ражению напряжения (11.40), т. е. дает режим стоячих волн. 

Таким образом, режим произвольной несогласованной нагрузки 
можно назвать режимом смешанных волн. Очевидно, в общем случае 
передачи мощности нагрузке узлов напряжения и тока в линии не 
будет. В узлах стоячей составляющей волны амплитуда напряжения 
минимальна (Ummin) и равна амплитуде бегущей составляющей; 
в пучностях стоячей составляющей волны амплитуда напряжения 
равна арифметической сумме ее максимума и амплитуды бегущей 
составляющей; здесь амплитуда напряжения линии максимальна 
U in шах. 

Отношение , 
т" min __ key 

т тах 

называют коэффициентом бегущей волны. В режиме стоячнх волн 
ko, == 0, а в режиме бегущих волн Ав» = |.



ГЛАВА ДВЕНАДЦАТАЯ 

АНАЛИЗ ЛИНЕЙНЫХ АКТИВНЫХ ЦЕПЕЙ И НЕКОТОРЫЕ 

ИХ СВОЙСТВА 

§ 12.1. ОБЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Под активной цепью понимают цепь, содержащую наряду с пас- 
сивными элементами хотя бы один активный элемент в виде электрон- 
ного управляемого прибора, транзистора или других подобных уст- 
ройств. 

В этой главе излагаются основные методы ‘анализа линейных ак- 
тивных цепей, активными элементами которых являются управляе- 
мые трехполюсные элементы — электронные лампы и транзисторы, 
работающие в линейном режиме, при малых амплитудах сигналов. 
Ниже показано, что весь рассмотренный аппарат анализа линейных 
пассивных цепей может быть распространен и на линейные активные 
цепи. При этом конкретные схемы необычайно многообразного класса 
активных цепей не рассматриваются. Используемые в качестве приме- 
ров схемы приводятся без особых пояснений. 

Отметим некоторые общие свойства линейных активных цепей, 
отличающие их от пассивных цепей. 

Наиболее важное свойство состоит в том, что активные цепи уси- 
ливают сигналы: мощность сигнала на выходе активной цепи превы- 
шает мощность входного сигнала. При этом не учитывают энергию, 
затрачиваемую источниками питания активных элементов, так как 
интересуются только теми составляющими токов и напряжений, ко- 
торые имеют частоту сигнала. 

Процесс усиления состоит в том, что активный элемент преобра- 
зует энергию источника питания в энергию сигнала — входной сиг- 
нал лишь управляет этим преобразованием. 

Другое важное свойство заключается в том, что активные цепи 
являются потенциально неустойчивыми (при некоторых режимах 
могут стать неустойчивыми). Это означает, что полюсы функций ли- 
нейных активных цепей могут оказаться в правой полуплоскости, 
и соответственно их импульсные характеристики могут неограниченно 
расти во времени. 

Свойства усиления сигналов и неустойчивости, принципиально 
невозможные в пассивных цепях, существенно обогащают возмож- 
ности активных цепей и являются причиной их широкого применения. 

Прежде чем начать изложение параграфов о параметрах и схемах 
электронных ламп и транзисторов, необходимо рассмотреть в общем 
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виде схемы замещения трехполюсника, представляющего частный 
случай четырехполюсника с одним общим выводом для входа и выхода 
(неуравновешенный четырехполюсник). Модели управляемых трех- 
полюсных элементов устанавливаются на основе таких схем. 

В последующем используется сокращенная запись изображения: 
F вместо F ($). 

6 12.2. МАТРИЦЫ ПАРАМЕТРОВ И СХЕМЫ ЗАМЕЩЕНИЯ 
ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИ КОВ 

Для описания свойств активного трехполюсника или четырехпо- 
люсника применяют системы y-, г-, A- или о-параметров. 

В отличие от пассивных обратимых четырехполюсников, опреде- 
ляемых тремя параметрами, свойства активных четырехполюсников 
определяются четырьмя параметрами. Активные четырехполюсники 
не подчиняются условию обратимости или взаимности (см. § 6.3) — 
параметры передач в прямом и обратном направлениях неодинаковы: 

Ил FEY 2135225; Ир 5 -— Ио; | Be A — ба. (12.1) 

Сигнал, передаваемый в прямом направлении (от входа к выходу), 
значительно больше сигнала, передаваемого в обратном направле- 
нии (от выхода ко входу}; активные четырехполюсные элементы 
являются преимущественно односторонними или направленпыми эле- 
ментами в отличие от обычных двусторонних пассивных элементов. 

Следствием указанного свойства необратимости является то, что 
матрицы параметров узловых напряжений или коптурных токов 
активных цепей, так же как и параметры активного элемента — четы- 
рехполюсника, не будут симметричными. 

Уравнения четырехполюсника, записанные через любую из упо- 
мянутых систем параметров, можно представлять в виде трехполюс- 
ной схемы замещения, составленной из двухполюсных пассивных эле- 
ментов и так называемых зависимых, или управляемых, источников 
напряжения (тока). 

Напряжения (токи) зависимых источников в отличие OT напряже- 
ний (токов) независимых внешних источников могут зависеть (быть 
пропорциональными) от напряжения (тока) любой ветви или любого 
участка цепи. С помощью зависимых источников учитываются пере- 
даточные параметры четырехполюсника. Хотя для изображения зави- 
симых источников применяются те же символы, что и для независимых 
внешних источников, не следует их смешивать: по сути дела между 
ними мало общего. Напряжение (ток) независимых внешних источни- 
ков являются принудительно заданными величинами, зависящими от 
времени и возбуждающими цепь. 

Зависимые источники вводятся формально как удобный способ 
представления взаимных параметров четырехполюсника (или много- 
полюсника), облегчающий составление уравнений по схеме цепи. 
Только с помощью зависимых источников возможно составление схем 
замещения четырехполюсников. 
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Схемы замещения для заданной системы уравнений можно полу- 
чить на основе теоремы об эквивалентном источнике напряжепия или 
тока (см. $ 6.6), которая применяется к входным и выходным выводам 
четырехполюсника: со стороны любой пары выводов четырехполюсник 
можно представить эквивалентным источником напряжения (тока) 
с соответствующим впутренним сопротивлением (проводимостью), 
определяемым при коротком замыкании или разрыве противоположной 
пары выводов. Эти схемы можно получить также путем непосредст- 
венпого представления слагаемых уравнения четырехполюсиика соот- 
ветствующими элементами. 

Рассмотрим схемы замещения для различных параметров четы- 
рехполюспика. 

Уравнения через у-параметры: 

= ут Уз 05; 

[= У U1 + YoU, 

где Yin = Yin ($), можно представить схемой рис. 12.1, а с двумя 3a- 
висимыми источниками тока и: И и1О›, которые управляются на- 
пряжениями на входе и выходе. Первый источник представляет про- 
водимость прямой передачи от входа к выходу, а второй — проводи- 
мость обратиой передачи — от выхода к входу. 

Путем преобразования второго уравнения к виду 

[5 = Ил 1 + YooUs + (Уз — Y12) Ui (12.2) 

можно получить Г]-образную схему замещения (рис. 12.1, 6) с одним 
источником тока (to — 12) Uj. 

Непосредствениым вычислением параметров полученных схем 
в режимах короткого замыкания выхода и входа легко убедиться, 
что они соответствуют и-параметрам четырехполюсника. 

Аналогичпо можпо получить две схемы замещения для г-парамет- 
ров, дуальных иу-параметрам. Соответствующие схемы будут дуальны 
схемам рис. 12.1], а, 6. 

Для уравпений через смешанные й-параметры 

Uy == йа 4 My 9; 

Fo =hoyl {t+ No 

получается схема рис. 12.1, в с источником тока ftgy/,, который учиты- 
вает прямую передачу токов при короткозамкнутом выходе: hy, = 
=: (I,/1,)u,-0, И источником напряжения ЙО, который учитывает 
обратную передачу напряжений при разомкнутом входе: Ay = 

— (ИИ) 1, =o: 
Для в-параметров, дуальных Й-параметрам, получится схема, 

дуальная схеме рис. 12.1, в. 
У активных трехполюспиков — ламповых триодов и транзисторов 

один вывод является общим для входа и выхода. В качестве общего 
может быть выбрап любой из трех выводов. 
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Все приведенные схемы замещения трехполюсников могут приме- 
няться при выборе любого вывода в качестве общего. Что касается 
матриц параметров, то они изменятся. 

Матрицу параметров активного трехполюсника при любой схеме 
его включения удобно получать с помощью так называемой неопре- 
деленной матрицы проводимостей. 

На рис. 12.2, а показан трехпо- | р, 
люсник, все три вывода которого | = «+ 
имеют напряжения по отношению к Г Yoo | 
базисному узлу цепи. При таком Uy | | Up 
включении нет определенной ориен- | Gio Up Vd U р 
тацин выводов /[, 2, 9, которые мо- рн в 2 
гут быть припяты за входные и вы- a} 
ходные выводы. УПобой из трех выво- ; 
дов может быть выбран в качестве le Чу 
общего для входа и выхода. о 

Уравнения через у-параметры для | у = 
общего случая включения трехполюс- “1! Yoo" да 
ника запишутся в виде 1 | — 

п = GU 1 t+ Y12U 2 + УлзОз; 5) 

[== Yo Oy + У» + YosU з; (12.3) 

[= УИ + Yao + УззОз. 

Соответствующая этой системе 
матрица называется неопределенной 
матрицей проводимости: 

Ил 12 SY 18 

lV |= |9 Yoo Yes (12.4) 

Уз Уз 33 || Рис. 12.1 

Элементы неопределенной матрицы оказываются зависимыми 
друг от друга. Действительно, по первому закону Кирхгофа имеем 

п Ть- [= (уз + Yor + Уз) Ui + (уз + Yoo + Уз) Ue + 

+ (Y1s + Yes + Y33) U3 = 0. 

Для выполнения этого равенства, справедливого при любых 3Ha- 
чениях напряжения, необходимо, чтобы коэффициенты при напря- 
жениях были равны нулю. Следовательно, сумма элементов столбцов 
неопределенной матрицы должна равняться нулю. Аналогично сумма 
элементов строк неопределенной матрицы также должна быть равна 
нулю. Это следует из того, что в частном случае одинаковых напря- 
жений всех выводов: И! = U, = Us, токи через выводы не будут про- 
текать: /, = [5 = I, == 0. 

Указанные свойства позволяют легко записать неопределенную 
матрицу активного элемента. Для этого к известной матрице про- 
BOJMMOCTH второго порядка следует добавить новую строку и новый 
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столбец, элементы которых равны соответственно суммам элементов 
столбцов и строк исходной матрицы, взятым с обратным знаком. 

Следовательно, неопределенную матрицу иу-параметров можно 
записать через и-параметры трехполюсника, у которого общим является 
ВЫВОД 9: 

911 12 — (Y1i + 915) 

ly|l= 21 Yoo — (Yoi + Yoo) . (12.5) 

— (Ysa + У»); — (Из Уз); (Уи + Y12 + Yoi + 922) 

Имея пеопределенную матрицу, легко получить матрицы пара- 
метров при выборе любого из выводов в качестве общего. Вычерки- 
вание третьей строки и третьего столбца в (12.5) дает матрицу и-пара- 
метров в случае, когда общим является вывод 9. Аналогично вычерки- 
ванне первой строки и первого столбца, а также второй строки и вто- 
рого столбца дают матрицы параметров в случае, когда общими яв- 
ляются выводы [и 2. 

pti 2” Я “Г” +h f+ ey jy /+ 
\ AI; и ых | [53 /4 

a sh Uy Usp ~~~ Sheen 2 
< +i “ a 
AL 5) 

a) 

Введение неопределенной матрицы сопротивлений связано с труд- 
HOCTbIO, вызванной тем, что сумма напряжений трех узлов не равна 
нулю. Для получения уравнений, дуальных (12.3), следует в качестве 
переменных принимать напряжения между узлами Uj, и контурные 
токи /;, (рис. 12.2, 6). При этом коэффициенты в уравнениях, обра- 
зующие неопределенную матрицу сопротивлений, не будут обычными 
2-параметрами четырехполюсника и должны быть предварительно 
определены. Вследствие указанной трудности матрицы сопротивлений 
при повороте трехполюсников, вызванном выбором в качестве общего 
различных выводов, находят с помощью неопределенной у-матрицы. 

В заключение остановимся на возможности представления несим- 
метричной матрицы необратимого четырехполюсника в виде суммы 
симметричной и несимметричной матриц. Матрицу у-параметров 
можно представить в виде 

[У = G11 912 _ | Ут 0,5 (Y12 + Yo1) 4 

| Yor Gre 0,5 (Y12 + Yor) Yoo 

4 0 0,5 (И1> — Yas) (12.6) 

— 0,5 (112 — Yor) 0 
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Первая симметричная матрица соответствует обратимому трех- 
полюснику. Вторую несиммегричную матрицу приписывают особому 
необратимому элемепту, называемому гиратором. Как видно из (12.6), 
входная и выходная проводимости гиратора равны нулю: у", ==0 = и.,, 
а проводимости передачи равны по величине и противоположны по 

знаку: м, = Y= — yh. 
У идеального гиратора проводимость передачи вещественна у", = 

= @ = — м, и матрица у-параметров записывается так: 

| 0 G 
ly I= . (12.7) 

|}—G 0 

Этой матрице соответствуют уравнения 

| 

Входной ток гиратора пропорционален U,, т. е. управляется вы- 
ходным напряжением, а выходной ток управляется входным напряже- 
нием U, (с обращением знака). Идеальный гиратор можно представить 
схемой замещения с двумя 3aBHCH- 
мыми источниками тока (рис. 12.3, а). 
Условное обозначение идеального ги- 
ратора приведено на рис. 12.3, 6. 

Составим на основе (12.5) и (12.7) 
неопределенную матрицу гиратора: 

0 G—G 

[у"|=|-@ 0 С]. (12.9) 
| G —G 0 

При изменении общего для входа 
и выхода вывода, приводящего к по- 
вороту выводов цепи, у-матрица ги- 
ратора не изменяется, в чем можно 
убедиться путем вычеркивания соот- 
ветствующих строк и столбцов в Рис. 12.3 
(12.9). Пезависимость параметров от 
поворота выводов цепи находит отражение в знаке вращения на обо- 
значении гиратора. Ниже (см. $ 12.5) показано, что зависимые HCTOU- 
ники можно рассматривать как идеальные усилители, так что схему 
гиратора в принциле можно осуществить с помощью двух идеальных 
усилителей тока, управляемых напряжениями входа и выхода, т. е. 
с помощью активных элементов. 

Суммированию двух матриц у-параметров в (12.6) соответствует 
параллельное соединение представляемых ими двух трехполюсников. 
Следовательно, любой необратимый трехполюсник может быть изобра- 
жен в виде схемы из параллельно соединенных обратимого трехпо- 
люсника и гиратора (рис. 12.3, в). 
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Из уравнений (12.8) можно сделать вывод, что мгновенные мощ- 
ности на входе и выходе идеального гиратора равны: 

Uyly = И» (— fy). 

Следовательно, гиратор является пассивпым четырехполюспым 
элементом без потерь (нет усиления мощности). | 

Если на выходе идеального гиратора присоединен двухполюсник 
с сопротивлением 2., то с учетом (12.8) его входное сопротивление 

r __ 1 _ al, | A= = Sa = ae (12.10) 

получается обратным сопротивлению нагрузки. В частном случае 
емкостного сопротивления нагрузки Z, = 1/5С входпое сопротивле- 

sC 
пне 2,== 5 = sl, где L = C/G? — индуктивность. Следовательно, 

с помощью гиратора и емкости можно получать эффект индуктивного 
элемента. Это означает, что цепн, составленные из ЮС-элементов и 
гираторов, позволяют получить характеристики цепей из ЮЁС-эле- 
ментов. 

Возможиость исключения из цепи ипдуктивного элемента имеет 
большое практическое значение. Дело в том, что трудно изготовить 
индуктивности в схемах, выполняемых по современной, так называе- 
мой интегральной технологии, а также большие индуктивности, тре- 
буемые в низкочастотных цепях. 

$ 12.3. УПРАВЛЯЕМАЯ ЭЛЕКТРОННАЯ ЛАМПА И ЕЕ 

ПАРАМЕТРЫ В РЕЖИМЕ МАЛЫХ СИГНАЛОВ 

Электронный (вакуумный) триод имеет три электрода: катод, 
пагреваемый прямо или косвенно током накала и эмиттируюощий 
электроны, сетку, управляющую электронным потоком, и анод, на 
который попадают электроны. 

5) 

‘ Puc. 12.4 

На рис. 12.4, а показаны условное графическое обозначение три- 
ода и припципиальная схема обычного его включения, называемая 
схемой с общим катодом. Здесь Eg — постоянное напряжение анодного 
питания; Ё. — постоянное папряжение смещения на сетке. 

Обычно сетка находится под отрицательным потенциалом относи- 
тельно катода, и ток сетки i, = 0, так что через анод и катод течет один 
и тот же TOK f,. Усиление сигналов триодом тем и обусловлено, что 
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очень малая мошиость сетки ( =0) управляет большой мощностью 
в иепи апода. 

Триод по отношению к внешней цепи является трехполюсинком. 
При включеини его по схеме с общим катодом выводами входа и вы- 
хода являются соответственно сетка и анод (рис. 12.4, 6). Приме- 
няются также включения триода по схемам с общим анодом, когда 
выводами входа и выхода являются сетка и катод (рис. 12.4, в), и с об- 
щей сеткой, когда катод и анод являются входом и выходом трех- 
полюсника (рис. 12.4, 2). 

Осповными величинами, определяющими режим триода, являются 
напряжения и токи в цепях сетки Uc, к и анода Ug, (а. 

ba u,= 0 ae Lo Ya > Ua 
Eg /Rg Ug 

т 

| Е и Uc 
a) а 5) 

Рис. 12.5 

В общем случае токи анода и сетки зависят от напряжений сеточ- 

HOH и анподной цепей: 

= с (ис; Иа); 
12.11 

[а ==: (ис; и). 

При отсутствии сеточпых токов интересуются только зависимо- 
стыю анодного тока от аподного и сеточного напряжений, которая 
представляется в виде экспериментально снимаемого семейства кри- 
вых, Называемых статическими характеристиками. Аподные харак- 
теристики (рис. 12.5, а) дают зависимость анодного тока от анодпого 
напряжения при постоянном напряжении на сетке: 

a — hh (Ua) |v, =const . 

Сеточные характеристики (рис. 12.5, 6) выражают зависимость 
анодного тока от напряжепия па сетке при постояниом анодном на- 
пряжении: 

Га — he (Uc) lu, =consl, 

Как видно, характеристики триода являются пелипейными, 
При заданпых постоянных папряжениях анодного питания Е. и 

cerounoro смещения Е. через лампу будет протекать постоянная со- 
ставляющая анодного тока fay. Значение ее, определяющее рабочую 
точку т анодной характеристики лампы (см. рис. 12.5, а), находят 
графически: напряжение между точками а — ЕЁ (см. рис. 12.4, а) опре- 
деляется слева аподной характеристикой, а справа — линейной вольт- 
амперной характеристикой: 

u=E,—Rala,. (12.12) 
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Рабочая точка будет лежать па пересечении анодпой характерн- 
стики с прямой, представляющей выражение (12.12). 

‚На токи (напряжепия) статического режима накладываются пере- 
менные составляющие — токи. (напряжения) сигнала, которыми и 
интересуются при анализе активных цепей. 

При малых амплитудах сигналов характеристики лампы могут 
быть линеаризованы — в окрестности рабочей точки заменены отрез- 
ками прямых. Линеаризация означает сохранение только линейных 
членов в разложении функций (12.11) в ряд Тейлора в окрестности 
рабочей точки. Приращения токов сетки H анода, соответствующие 
малым приращениям напряжений сетки и анода, можно записать таким 
образом: 

. dic Ole _ . 

Ai, — дис Au, + Ola Au, == (0) Аш + 0 Au,; 

; Oig Cig (12.13) 
Аг, — би. Au, -- 511, Аа === S Au.+24 Ли.. 

Уравнения для приращений токов и напряжений, которые являются 
переменными составляющими токов и напряжений, получены при 
условии исключения постоянных составляющих. Этим уравнениям 
соответствует схема для переменпой составляющей сигнала, которая 
получается при исключении из схемы источников постоянного напря- 
жения и коротком замыкании их выводов. 

Соотношения (12.13) представляют уравнения четырехполюсника 
через и-параметры. Коэффициенты — частные производные от токов 
по напряжениям — имеют смысл входной, выходной и передаточной 
проводимостей в режиме короткого замыкапия. 

При отсутствин сеточиого тока входная проводимость и проводи- 
мость передачи от выхода к входу равны нулю: yy == Yy = 0. Выход- 
ная проводимость Yoo, представляющая отношение приращений анод- 
пого тока и анодного напряжения при неизмепном сеточном напря- 
жепии, равна 

ба Als 
G22 = Ou, Atl, 

(12.14) 
Au, =0 8a: 

‚Проводимость передачи от входа к выхолу у», представляющую 
отношение приращений анодного тока и напряжения па сетке при пеиз- 
менпом анодном напряженин, называют крутизной лампы: 

—0==5. (12.15) йа 
You Ou. Aug Au, 

Чтобы обеспечить неизменность анодного тока SAu, 4- g,Au, = 0, 
отношение отрицательного приращения (уменьшения) анодного на- 
пряжения к положительному приращению сеточного напряжения 
должно быть равно 

— Аиа о 
Ли. = 5 TS =. (12.16) 

Безразмерный коэффициент и, представляющий отношение Kpy- 
тизны и выходной проводимости, называют коэффициентом усиления 
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триода. Он показывает, во сколько раз действие электрического поля 
расположенной ближе к катоду сетки превышает действие поля анода 
на электроипый поток. 

Типичные значения параметров триодов таковы: /. == 10 + 80 ком, 
=2 - 8 ma/e, в = 10 + 100. 
На оспове изложенного матрица проводимости триода записы- 

вается в виде 

(12.17) 

Так как ул = S 52 Yy = 0, триод является необратимым элемен- 
том с одностороипей передачей сигнала от входа к выходу; обратной 
передачи сигнала нет. 

Согласно рис. 12.1, а трехполюснику с параметрами проводимо- 
сти (12.17) соответствует схема замещения с источником тока, управ- 
ляемым папряжением (рис. 12. 6,a). 
Преобразование источника тока в 
эквивалентный источник напряже- 
ния, управляемый напряжением, 
дает схему, изображенную на рис. 
12.6, 6. 

Приведенные схемы замещения 
и параметры (12.17) относятся к 
триоду в режиме малых сигналов 
в области низких частот. 

Схемы замещения рис. 12.6 мо- 
гут применяться при любом вклю- 
чении триода и соответствующем 
повороте цепи в соответствии с выб- 

`ранным общим выводом. Но эле- Рис. 19.6 
менты матриц параметров должны | 
быть получены путем составления неопределенной иу-матрицы. В табл. 
12.1 приведены элементы у- и 5-параметров на низких частотах при 
включениях триода с общим катодом (А), общей сеткой (с) и общим 
анодом (а). 

Таблица 12.1 

napanerp 2 

y 0 0 (+) ва  — ба 0 0 

о Ba —(I+}) Ba Ba —S (l-+p) Ba 

g 0 0 0 —] 0 0 

—uU Га | Га w/l+p ra/l+p 

В области высоких частот необходимо дополнительно учитывать 
емкости между электродами лампы, а также емкости электродов и их 
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выводов на землю. На рис. 12.7, а схематически показаны между- 
электродпые емкости в трноде, включая паразитные емкости на землю. 
С учетом этих емкостей в виде П-образной структуры схема замещения 
триода получает более сложный вид (рис. 12.7, 6). 

Параметры проводимости трнода на высоких частотах будут вы- 
ражаться следующим образом: 

Ит==5 (Cox + Cac); 

Yor == Ва $ (Car + Cac): (12.18) 
Yyo = $C y¢; 

== S++ SCre | 
Существенный недостаток триодов, проявляющийся на высоких 

частотах, заключается в наличии емкостной связи между анодом и 
сеткой. [Шо этой емкости 
часть выходного сигнала 

Cac „ может поступать па вход — | - 
| | Iq af управляющую сетку — и 

CoH T р fax приводить к значительному 
o—4 th 1 11 увеличению входной про- 

водимости и к неустойчи- 
вости (возникновению ко- 
лебаний). 

Рис. 12.7 Для электростатической 
экранировки управляющей 

сети от анода между ними вводят экранирующую сетку (рис. 12.8, а), 
которая в сотни раз уменьшает междуэлектродную емкость. K экра- 
пирующей сетке подводится 
постояниое — положительное 
напряжение. 

Анодные характеристики 
ламп с двумя сетками (тетро- 
дов) при малых напряжениях 
апода имеют провал, вызваи- 50 -16 
ный вторичной электронной 2B 
эмиссией на аподе, что огра- 10 | ERY, 
пичивает их применение в 
усилителях. 

Для устранения тока вто- 
ричной электронной эмиссии 
между анодом и экранирую- Рис. 12.8 
щей сеткой вводят защитную 
сетку, которую соединяют с катодом; в этом случае получается пяти- 
электродная лампа — пентод (рис. 12.8, 6). 

Обычио папряжение экранирующей сетки постоянно, сигпал под- 
водится только к управляющей сетке, и пентод представляет трех- 
полюсник. Аподпые характеристики пептода, приведенпые на 
рис. 12.8, в, отличаются от характеристик триода; здесь аподный ток 
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очень мало зависит от напряжения анода, вследствие чего внутреннес 
сопротивление г, получается очень большим. В режиме малых сигна- 
лов уравнепия для токов и соответствующая схема замещения пентода 
будут такими же, как и для триода, лишь типичные значения пара- 
метров будут иными: г. = 1 + 2,5 Мом, $ =4--20 ма, p= 
= [03 + 3.108. 

Остановимся Ha практически применяемой схеме создания сме- 
щений сеток и анода электронных ламп. Иметь два или три (в случае 
пентода) источника постоянного напряжения нерационально, поэтому 
используют схему с одним источником анодного питания. 

Смещение управляющей сетки получают за счет падения напря- 
жения от постоянной составляющей анодного тока на сопротивле- 
нии Ry, подключенном к катоду (рис. 12.9, а, 6): из = Rubay (авто- 
матическое смещение). Чтобы исключить протекание переменной 

+Еа 

Рис. 12.9 

составляющей тока (тока сигпала) по сопротивлению Ry, параллельно 
ему включают конденсатор C,, величину емкости которой выбирают 
из условия @,C, » 1/Ю,, где ©, — наименьшая частота сигнала. 
Сопротивление утечки R, (порядка 10° ом) необходимо для предотвра- 
щения накопления отрицательного заряда на сетке. 

Схема смещения экранирующей сетки пентода показана на 
рис. 12.9, 6. Сопротивление резистора К, выбирается из условия, 
чтобы падение напряжения на нем от постоянной составляющей тока 
экранирующей сетки обеспечивало нужное напряжение па экраннру- 
ющей сетке: К == Eg -- Usa. Переменная составляющая тока экра- 
нируюшей сетки должна замыкаться через емкость С,, для чего необ- 
ходимо выполнение условия ®,С, > 1/R3. 

$ 12.4. ПОЛУПРОВОДНИКОВЫЙ ТРИОД (ТРАНЗИСТОР) 

И ЕГО ПАРАМЕТРЫ В РЕЖИМЕ МАЛЫХ СИГНАЛОВ 

Проводимость полупроводников — элементов четвертой группы 
пернодической системы — обусловлена электронами (и-частицами), 
перешедшими в зону проводимости, и дырками, представляющими 
оставшиеся после ухода электронов свободные места в валентной 
зоне. Цепочку перемещений электронов валентной зоны в процессе 
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заполнения дырок удобно рассматривать как встречное перемещение 
положительного заряда (р-частицы). 

Концентрацию носителей тока обоих видов можно изменять путем 
внесения примесей элементов соседних групп. Добавка атомов эле- 
мента пятой группы (донора) с избытком электронов дает п-материал 
с основным носителем заряда — электроном; добавка элемента тре- 
тьей группы (акцептора) с недостатком электронов дает р-материал 
с основным носителем заряда — дыркой. 

В обоих материалах имеются также образующиеся в результате 
теплового движения неосновные носители, заряды которых противо- 
положны зарядам основных носителей: дырки в п-материале и элект- 
роны — в р-материале. | 

В полупроводниковых диодах и триодах используется р-п-переход, 
который представляет монолитный кристалл германия или кремния 
с примесями обоих видов, образующих граничащие друг с другом р- 
и п-области. 

ET} [ ЭВ 
= | -&| + ] 

al 
и” 

- 

5) 6) 

Puc. 12.10 

Резко неоднородное распределение основных носителей в р-п-пере- 
ходе приводит к их диффузии: дырки из р-области перемещаются 
в и-область, а электроны из п-области — в р-область. В результате 
вблизи границы . перехода образуется объемный заряд — положи- 
тельный в п-области и отрицательный в р-области (рис. 12.10, аи 6). 

Созданное объемными зарядами электрическое поле, направлен- 
ное из п-области в р-область и сосредоточение в тонком слое у гра- 
ницы перехода, называемом запорным слоем, прекращает дальней- 
шую диффузию — наступает состояние динамического равновесия. 

Под действием поля из запорного слоя удаляются носители тока — 
электроны и дырки. Распределение потенциала в запорном слое, 
где образуется потенциальный барьер, показано на рис. 12.10, аиб 
пунктирной кривой. 

Емкость запорного слоя, разделяющего объемные заряды, назы- 
вают барьерной емкостью. 

Наряду с перемещением основных носителей происходит значи- 
гельно менее интенсивное встречное перемещение неосновных носи- 
телей. 

Рассмотрим теперь процессы в случае присоединения электродов 
р-п-перехода к источнику постоянного напряжения смещения. 

При прямом смещении, когда полярность р-области положительна, 
а полярность п-области отрицательна (см. рис. 12.10, а), поле от на- 
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пряжения источника в запорном слое направлено против поля, соз- 
даваемого объемными зарядами. Понижение напряжения потенциаль- 
ного барьера облегчает диффузию основных носителей, и ток в цепи, 
быстро нарастающий с увеличением напряжения, имеет значительную 
величину; сопротивление перехода при прямом смещении будет не- 
большим. 

При обратном смещении (см. рис. 12.10, 6) происходит повышение 
напряжения потенциального барьера, и диффузия основных носителей 
затрудняется. В цепи создается незначительный обратный ток, не за- 
висящий от напряжения и вызываемый движением неосновных HOCH- 
телей. Соответственно сопротивление перехода при обратном смеще- 
нии получается весьма большим. 

Зависимость тока от напряжения р-п-перехода имеет нелинейный, 
резко несимметричный вид (рис. 12.10, в), присущий характеристикам 
выпрямителя, поэтому р-п-пе- 

[°F K 
б 

pexol используется в полу- р]п| р jo of n | 
к 9 

9 К 3 и 

проводниковых диодах. 3 я 
С увеличением напряже- б о 

ния обратного смещения и 
повышением напряжения по- 
тенциального барьера ширина 
запорного слоя увеличивается 0 0 
и барьерная емкость умень- Рис. 12.11 
шается. Поэтому р-п-переход 
применяется также в качестве нелинейной емкости, управляемой 
напряжением смещения. 

В транзисторах используются два р-п-перехода. Возможны два 
порядка расположения этих переходов, соответствующие двум типам 
транзисторов: p-fl-p и п-р-п (рис. 12.11), которые различаются лишь 
знаками носителей тока ‘и, следовательно, только направлениями то- 
ков. Крайние области называются эмиттером и коллектором, а срел- 
HAs область, имеющая очень малую толщину (порядка [03 см), — 
базой. На рис. 12.1] показаны также условные графические обозна- 
чения транзисторов обоих типов. 

Рассмотрим электрические процессы в транзисторе типа р-п-р. 
При нормальном режиме работы транзистора источники напряжения 
смещения подключаются к выводам эммитера, базы и коллектора так 
(рис. 12.12, а), что р-п-переход эмиттер — база имеет прямое смеще- 
ние, а р-п-переход коллектор — база — обратное смещение. Следо- 
вательно, сопротивление эмиттерного перехода будет малым, а сопро- 
тивление коллекторного перехода —- очень большим. 

Под действием напряжения прямого смещения дырки из эмиттер- 
ной области будут попадать (инжектироваться) в область базы. Обра- 
зующаяся в базе избыточная концентрация неосновных носителей 
приводит к диффузии р-частиц в коллекторную область, которые затем 
попадают к выводу коллектора, образуя коллекторный ток. Вследст- 
вие малой толщины базовой области ббльшая часть дырок, инжекти- 
рованных из эмиттера в базу, будет попадать на коллектор. 

$$
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На рис. 12.12, 6 схематично изображены составляющие токов 
в транзисторе типа р-п-р. Ток эмиттера складывается из тока ipo, 
вызванного перемещением дырок (основных носителей) к базе, и зна- 
чительно меньшего тока 1{,., вызванного встречным движением элект- 
ронов (неосновных носителей). Ток коллектора также складывается 

П © -fentl И С 
с. “| Е —— | 

ye fis 
te _ г = Е 

/ 

Рис. 12.18 

из тока дырок &„, пришедших с базы, и небольшого обратного тока 1% 
перехода коллектор — база, вызванного движением электронов и ды- 
рок. Отношение тока коллектора в режиме короткого замыкания к току 
эмиттера, являющееся важнейшим параметром транзистора: 

—1 
00 — к (12. 19) - а) 

15 [Hg 0 

получается близким к единице (0,9—0,99). 
Ток базы равен разности между токами эмиттера и коллектора: 

= ly = — к (1 — 0%). (12.20) 

Отношение тока коллектора к току базы получается равным 

__ — ly __ | 9 

В — i, = Toon" (12.21) 

Рассмотрим снимаемые на постоянном токе статические характе- 

ристики транзистора — зависимости между внешними токами и на- 

пряжениями — для интересующего нас режима работы в схемах уси- 

лителей. 

(к, МС 

и bo=4ma 

3ма a Ma -/8 - 
3) U =-/98 

2 2 Ma 4! id Икб=0 
[мб 2 

65=0 29 

“05 UH 5 1015. -Uy x B 05 10 49,4 
а) 0 

Рис. 12.13 

Для транзистора с общей базой выходными характеристиками 
являются зависимости коллекторного тока iy от напряжения коллек- 
тор — база ик и тока эмиттера, принимаемого за параметр. 

Из характеристик рис. 12.13, а видно, что коллекторный ток 
почти не зависит от напряжения и. При разомкнутом эмиттере 
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(i, = 0) в коллекторе получается очень небольшой обратный TOK tox 
коллекторпого перехода. Входные характеристики —- зависимости тока 
эмиттера от напряжений эмиттер — база и коллектор — база (прини- 
маемого за параметр) — приведены на 
рис. 12.13, 6. “LK, M0 

Для схемы транзистора с общим эмит- Е | 
тером, наиболее широко применяемой в и, ig =200 мка 
усилителях, выходные характеристикн, и. 
представляющие семейство зависимостей ‚100 мка 
тока коллектора от напряжения коллек- Ц. Ca - миа 
тор — база и тока базы, принимаемого _— 
за параметр, приведены па рис. 12.14. — is =0 

Перейдем к рассмотрению парамет- —— 
ров и схем замещения транзисторов в о 20 40 Uy, 6 
режиме малых сигналов. 

Применяются различные схемы за- 
мещения транзисторов в зависимости от 
назначения активной цепи, цели анализа, точности, предъявляемой к 
расчету, ит. д. Наиболее распространена Т-образная схема замещения, 
которая получается из рассмотрения физических процессов в тран- 
зисторе. 

Полная схема транзистора (рис. 12.15, а) состоит из схемы четы- 
рехполюсника, изображепного в виде прямоугольника и учитываю- 

щего электрические процессы механизма 

Рис. 12.14 

pW rasa rata 7 
о, nil Tae! диффузии неосновных носителей тока в 

эе——--$ механизме | базовой области, и элементов, учиты- 
auppyauu вающих внешние паразитные параметры, | 

| | 
| 0 которые не влияют пепосредствеино на 
| ! диффузию. 
tJ J К наиболее существенным паразит- 

ным параметрам в первую очередь отно- 
CATCH: сопротивление базовой области Гб 
и барьерная емкость коллекторного пе- 
рехода Ск. Сопротивление гб учитывает 
падение напряжения, вызванпое проте- 
канием тока базы в базовой области; 
оно включается между внутренней точ- 
кой б’ этой области и выводом базы. 

Рис. 12.15 Барьерная емкость Co, включается меж- 
ду точкой б’и выводом коллектора. 

Четырехполюсник, учитывающий механизм диффузии, представ- 
ляют через й-параметры, значения которых получают на основе ре- 
шения одномерного дифференциального уравнения второго порядка, 
описывающего процесс диффузии неосновных носителей в базе в слу- 
чае приложения к переходу суммы постоянного напряжения смеще- 
ния и переменного напряжения сигнала небольшой амплитуды. 

Поскольку разбор уравнения диффузии не входит в пашу задачу, 
ограничимся общим замечанием о TOM, что решение уравнения диффу- 
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зии, удовлетворяющее соответствующим граничным условиям, позво 
ляет представить переменные составляющие токов эмиттера и кол 
лектора в зависимости OT переменпых составляющих напряжени! 
эмиттера и коллектора. Так как коэффициенты этих соотношений 
являющиеся параметрами проводимости, имеют вид трансцендентны? 
функций частоты, их приближенно представляют дробями первогс‹ 
порядка, чтобы получить практически приемлемые простые четырех 
полюсные схемы замещения транзистора. В результате получаетс; 
схема, изображенная на рис. 12.15, 6 и соответствующая схеме 
рис. 12.1, 6, со следующими параметрами: 

fy —сопротивление смещенного в прямом направлении эмиттер. 
ного р-п-перехода; 

(С — емкость этого перехода, называемая диффузионной и обуслов: 
ленная увеличением неосновных носителей заряда в базе при 
нарастании напряжения и тока диффузии эмиттерного перехода: 

’к — сопротивление смещенного в обратном направлении коллек- 
торного р-п-перехода; диффузионная емкость его Ск < Cox; 

& — управляющий параметр зависимого источника тока, учиты- 
вающего прямую передачу тока от эмиттера к короткозамк- 
нутому коллектору, уменьшающийся с ростом частоты в силу 
конечной скорости носителей: 

РВ = —— 12.22 и И | + jo/o,’ ( . } 

где «и — угловая частота, при которой о уменьшается в И 2 раза; 
ц = Aig — управляющий параметр зависимого источника напря- 

жения, учитывающего обратную передачу напряжения 
от коллектора к разомкнутому эмиттеру; обусловлен 
изменением сопротивления /5 вследствие изменения 
ширины запорного слоя и, следовательно, проводящей 
толщины базы в зависимости от величины напряжения 
коллекторного перехода, что приводит к воздействию 
напряжения U, на входной контур. 

Полная Т-образная схема транзистора с учетом паразитных пара- 
метров приведена на рис. 12.16, а, где Cy = Ск + Ск == Cox. В полосе 
повышенных частот [(1/reCy) < ® K Wa] можно пренебречь влиянием 
коллекторного сопротивления и источника напряжения и.о. На низ- 
ких частотах, исключив емкости и преобразовав оставшуюся схему, 
получим схему, показанную на рис. 12.16, 6, где гб = Гб + И12-к > Гб; 
fy = Г. — hyo (lL — 0%) гк < Г»; Pe А re. Типичные значения низкоча- 
стотных параметров транзистора: г. =25 ом; гб ~ 500 ом; гк ~ 2-108 ом, 

Схемы замещения транзистора применимы для любого способа его 
включения при соответствующем выборе выводов схемы в качестве 
входа, выхода и общего вывода. 

Для Г-образной схемы проще всего записать 2-параметры, а затем 
пересчитать их в другие параметры. Из неопределенной матрицы про- 
водимостей можно получить у-параметры при иных способах вклю- 
чения, которые также пересчитываются в другие параметры. 
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В табл. 12.2 приведены приближенные значения низкочастотных 
параметров при условии Г. re «г, для включений транзистора 
с общей базой (6), общим эмиттером (э) и общим коллектором (к). При- 
HATO: (1 — Oy) fe S> г.; А ry [rs + гб (1 — o)). 

Таблица 12.2 

Па < у 

тра waneropa 6 9 K 

2 ry -- Гб re {fare Гэ | Tp гк (1 — 0%) 
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Рис. 12.16 Рис. 12.17 

Чаще всего применяется включение транзистора по схеме с общим 
эмиттером, дающее наибольшее усиление мощности. Для этого вклю- 
чения в области высоких частот обычно применяют П-образную сме- 
шанную схему, которая получается путем эквивалентного преобра- 
зования части Т-образной схемы, выделенной пунктирным прямоу- 
гольником (рис. 12.17, а). 

10 п. Il Матханов 289



Из уравнений для этой Г-образной части схемы 

=—I1,+al,=—2 Uj; 

‘ % ‘ 
[y= — al,=— + YU, 

3 

имеем следующие у— параметры: 

©, © ® 

Jus =; Ул = Yoo= 0. 
3 ® 

Этим параметрам согласно рис. 12.1, а соответствует схема из 
ветви Yj, на входе и источника тока у! на выходе. Объедипяя эту 
схему с остальной частью Т-образной схемы (рис. 12.17, а), получим 

смешанную П-образную схему, показанную 
{—2`Е„ на рис. 12.17, 6. 

В заключение остановимся кратко на 
схеме создания смещений в транзисторе. На 
рис. 12.18 показана практически применяе- 
мая схема с одним источником постоянного 
напряжения Ey, который создает нужное от- 
рицательное смещение коллектора OTHOCH- 
тельно базы. Положительное смещение эмит- 
тера относительно базы получается с по- 
мощью делителя RRs. 

Рис. 12.18 Цепи смешения осуществляют также ста- 
билизацию рабочего режима, которая необ- 

ходима для устранения ухода (дрейфа) рабочей точки вследствие 
температурной нестабильности коллекторного тока. Для стабилиза- 
ции коллекторного тока требуется постоянство эмиттерного тока. 
Это достигается включением последовательно с эмиттером сопротив- 
ления Ю,. При возрастании коллекторного тока увеличивается па- 
дение напряжения на сопротивление А., что приводит к уменьше- 
нию тока базы и, следовательно, тока коллектора. Чем больше 
сопротивление Ю,, тем выше его стабилизирующее действие, но одно- 
временно тем большими должны быть напряжение и мощность нсточ- 
пика питания. 

Разделительные нли блокировочные емкости в схеме полупровод- 
никового триода, так же как и в схеме лампового триода, служат для 
разделения смещений каскадов. 

‹ 6 12.5, УСИЛИТВЛИ 

Ламповые триоды н транзисторы в режиме малых сигналов при- 
меняются главным образом в схемах уснлителей сигналов, в которых 
используется одно из наиболее важных свойств активных цепей — 
усиление мощности. 

Усилитель представляет собой активный четырехполюсник, со- 
стоящий из активного элемента и включениый между источником сиг- 
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нала с внутренним сопротивлением 2, (или проводимостью У’} и на- 
грузкой Z, (рис. 12.19). 

Активный элемент (ламповый триод или транзистор) может быть 
включен по схеме с любым общим выводом. 

Наиболее важными характеристиками усилителя являются коэф- 
фициенты усиления напряжения и тока, а также его входное и выход- 
ное сопротивления. 

2 ne 
+ + ? + 

U, Uy— 2{] 0(1 | —| 2, 

Рис. 12.19 

В нашу задачу не входит рассмотрение схем и методов расчета раз- 
личных видов усилителей. Ограничимся лишь общим ознакомлением 
со схемами идеальных усилителей и характеристиками простейшего 
реального усилителя напряжения низких (звуковых) частот. 

Остановимся вначале на понятии об идеальном усилителе, пред- 
ставляющем зависимый источник с вещественным параметром, упра- 
вляемый напряжением или 
током входа. 

Схемы идеальных уси- 
лителей можно получить 
из рассмотренных в § 12.2 
схем замещения четырех- 
полюсников с управляемы- 
ми источниками при сле- 
дующих допущениях: 

1) передачей сигнала от 
выхода к входу пренебре- 
гаем, что может быть осу- Рис. 12.90 
ществлено исключением из 
схем соответствующих зависимых источников, присоединенных к 
входной цепи; 

2) сопротивлениями и проводимостями входных и выходных цепей 
пренебрегаем, что достигается исключением из схем соответствующих 
пассивных элементов; 

3) параметр прямой передачи принимаем вещественным и равным К. 
Применяя указанные допущения к схемам четырехполюсников 

(см. $ 12.2), получим схемы идеальных односторонних (направленных) 
трехполюсников или идеальных усилителей следующих четырех типов: 

1. Идеальный усилитель тока, управляемый напряжением входа 
(рис. 12.20, а), у которого ток на выходе /, = уз И! пропорционален 
напряжению входа, получается из схемы рис. 12.1, а. 

Параметры проводимости усилителя: и1 = Ио = Yoo = О; уд = Ky. 
Входное сопротивление бесконечно велико; выходное сопротивление, 
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определяемое со стороны выхода при U, = 0, также бесконечно 
велико. 

2. Идеальный усилитель напряжения, управляемый током входа 
(рис. 12.20, 6), у которого напряжение на выходе U, = 2,,/, пропор- 
ционально току входа, является дуальным предыдущему усилителю. 

Параметры сопротивления усилителя: 21 = 212 == 252 == 0; 25 = 
= К.. Входное и выходное сопротивления равны нулю. 

‚3. Идеальный усилитель тока, управляемый током . входа 
(рис. 12.20, в), у которого ток выхода /, = hy,/, пропорционален току 
входа, получается из схемы рис. 12.1, в. 

Смешанные параметры усилителя: Ay, = Ay = Mog = 0; И, = Kz. 
Входное сопротивление равно нулю, а выходное — бесконечно велико. 

4. Идеальный усилитель напряжения, управляемый напряжением 
(рис. 12.20, г), у которого напряжение на выходе пропорционально 
напряжению входа, является дуальным предыдущему усилителю. 

5-параметры усилителя: 61: = 61. = Bo = 0; By = Kg. Входное 
сопротивление бесконечно велико, а выходное сопротивление равно 
нулю. 

Идеальные усилители являются строго односторонними (направ- 
ленными) трехполюсными элементами — передача сигнала происхо- 
дит только от входа к выходу, обратной передачи сигнала нет. 

Функцию передачи усилителя, т. е. отношение изображений вы- 
ходной и входной величин, называют коэффициентом усиления; его 
значение для идеального усилителя вещественно: 

Для четырех типов усилителей размерности величин К и F, и, 
следовательно, коэффициенты усиления будут различными: величина А 
будет соответственно принимать значения параметров и, 21, Из 
и 251. Остальные параметры матриц у, 2, Ви g, идеальных усилителей 
будут равны нулю, так что все четыре матрицы указанных типов уси- 
лителей могут быть записаны в следующем обобщенном виде: 

° °| (12.23) 
ко! 

Если, приняв за основу схемы идеального усилителя, присоеди- 
нить конечное входное сопротивление к входу и конечное выходное 
сопротивление последовательно с источником напряжения или конеч- 
ную выходную проводимость параллельно источнику тока, то полу- 
чим схемы односторонних усилителей, представляющих первые при- 
ближения к схемам реальных усилителей. 

Рассмотрим схему простейшего реального однокаскадного уси- 
лителя. 

Чаще всего применяются усилитель на триоде или пентоде с об- 
щим катодом, который рассматривается как усилитель напряжения, 
характеризуемый коэффициентом усиления напряжения, и усилитель 
на транзисторе с общим эмиттером, который рассматривается как 
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усилитель тока, характеризуемый коэффициентом усиления тока. 
Для простоты ограничимся рассмотрением усилителя первого типа. 

На рис. 12.9 изображена схема одного каскада усилителя с рези- 
сторно-емкостной (RC) связью. 

Особенность этой схемы состоит в TOM, что в анодную цепь вклю- 
чен резистор с активным сопротивлением R,, а связь выхода усилителя 
с нагрузкой или входом следующего каскада осуществляется через 
конденсатор С+. Эта емкость, так же как и емкость на входе Cy, изоли- 
рует по постоянному току каскады или усилитель от нагрузки и источ- 
ника; тем самым исключается взаимное 
влияние и изменение смещений, опреде- 
ляющих рабочие точки ламп. Величины 
емкостей Сьи С. следует выбирать из усло- 
вия, чтобы падения напряжения на них 
при наименьшей частоте сигнала не пре- а) 
вышали допустимых значений. 

Расчет усилителя необходимо начинать +2—o $ т» 
с составления схемы для сигнала, т. е. й SU, Ort} U, 
для переменных составляющих напряже- gg T 
ния и тока. С этой целью замыкают Ha- 5) 
коротко источники постоянного напряже- 
ния питания и напряжения смещения, а *Т ° t 
также блокировочные конденсаторы (кроме И; Ко 
случая предельно низких частот). Схема ©- 
усилителя для переменной составляющей 6) 
дана на рис. 12.21, a. | fo Ce 

« +t@—o [+ 

Анализ схемы усилителя удобно произ-°” |} 
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водить раздельно для диапазонов сред- у. м 
них, высоких и низких частот, так как для © | | t 
каждого диапазона активный элемент опи- 2) 
сывается относительно простыми парамет- Рис 19.91 
рами. 

Расчет рассматриваемого простого усилителя произведем, заменяя 
триод или пентод эквивалентной схемой. Так как управляемая элект- 
ронная лампа является элементом усиления напряжения, будем опре- 
делять коэффициент усиления напряжения. 

В области средних частот получим схему замещения из Ю-элементов 
с источником тока, управляемым напряжением входа (рис. 12.21, 6). 
Из уравнения равновесия токов 

SU, + (Gat 4.) U,=0; Gy=G,+G, 

получаем коэффициент усиления напряжения 

__ Us, — —5/6а __ — И _ 

A= i 1+-G,/g, -_ l+r./R, =—K. (12.24) 

Знак «минус» означает, что напряжения входа (сетки) и выхода 
находятся в противофазе. 
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Для увеличения коэффициента усиления усилителя до значения, 
близкого к и, следует выбирать К. > Га. 

В области высоких частот при учете наряду с Ю-элементамн емко- 
стей нагрузки и анодной цепи, соединенных параллельно, получим 
схему, представленную на рис. 12.21, в. Уравнение равновесия токов 

5 (а. + Gz + $С2) Ч»==0 

дает функцию передачи (усиления) 

А $) = —K (12.25) 
—fp __ 

SraCo+l+ra/Ry = Р-Н $иаС/ (1 -- га/Кз) ° 

Положив s=/@, для модуля коэффициента усиления получим 

| 
| А (jo) |=К (12.26) 

V 1+ (w/a)? 

Здесь W, = (1 + /./Ю.)/".С, — верхняя частота, при которой модуль 

коэффициента усиления уменьшается в И? раз. Эта частота прини- 
мается за верхнюю граничную частоту полосы пропускания. 

В области низких частот необходимо учитывать емкости блокиро- 
вочных конденсаторов. При учете емкости связи С. и замене лампы 
источником напряжения, управляемым напряжением сетки, получим 
схему, показанную на рис. 12.21, г. В этом случае функция передачи 

a K А ($) == АЖ. (12.27) 

РЕК Rae 
Модуль коэффициента усиления 

ВИ ГА (jo) Кут: (12.28) 
где в; ^ 1/Ю.С. — нижняя частота, при которой модуль коэффици- 

ента усиления уменьшается в У раз. 
В соответствии с выражениями (12.24), (12.26) и (12.28) для мо- 

дуля коэффициента усиления в области средних, высоких и низких 
частот амплитудно-частотная характеристика усилителя получает 
вид, изображенпый на рис. 12.22, а. Полоса пропускания, в которой 

коэффициент уснления не падает ниже К/У2, равна при в > ® и 
учете выражений (12.24), (12.26) 

До =, — 6 = да = (ц/’.С.К)=5/КС.. 

Отсюда произведение коэффициента усиления на ширину полосы 
пропускания 

ДоК =S/C, (12.29) 

постоянно и равно отношению крутизны характеристики к паразит- 
ной емкости анодной цепи. Из этого очень важного для усилителей 
соотношения следует, что при заданных параметрах лампы расшире- 
ния полосы пропускания можно достигнуть только за счет уменьше- 
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ния коэффициента усиления, т. е. за счет уменьшения сопротивления 
нагрузки. Стремление же получить высокий коэффициент усиления 
приводит к сужению полосы пропускания. 

Рассмотрим переходную характеристику усилителя, представляю- 
щую изменение напряжения на выходе при действии на входе (сетке) 
единичного ступенчатого напряжения. С достаточной степенью точ- 
ности анализ удобно производить, разделяя единый процесс на два 
процесса — быстрого нарастания переднего фронта и медленного 
спада напряжения после установления фронта. 

(A} 

x | 
fa ae ee ee > др A A ) 

| 

| a) 
Ww, W> Ww 

а} 

—— А, —| A, —| Аз 
(8) __ 

A, Ay A; 
Со— о oo ё—=—0 

5) у 8) 
Рис. 12.22 Рис. 12.23 

Нарастание переднего фронта определяется процессом заряда ем- 
кости С. и должно быть найдено из схемы замещения усилителя в обла- 
сти высоких частот (см. рис. 12.21, в). Оригинал изображения (12.25), 
деленного на $, имеет вид 

Из (t) = — К (1—е- 1"), (12.30) 

где т, = 1/0. — постоянная времени цепи. 
Спад выходного напряжения происходит вследствие падения напря- 

жения на емкости связи С. в процессе ее подзаряда током нагрузки. 
Изменение напряжения может быть определено по схеме замещения 
усилителя в области низких частот (см. рис. 12.21, г). Оригинал изоб- 
ражения (12.27), деленного на $, имеет вид 

из (t) = — Ke-, (12.31) 

Переходная характеристика усилителя в соответствии с выраже- 
ниями (12.30) и (12.31) имеет вид, показанный на рис. 12.22, 6. 

Для увеличения коэффициента усиления соединяют каскадно 
несколько однокаскадных усилителей — обычно нечетное число, чтобы 
выходное напряжение находилось в противофазе с входным, иначе 
трудно устранимая связь выхода с входом по паразитным элементам 
может привести к неустойчивости режима. 
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Основное назначение активных четырехполюсннков в виде усили- 
телей — передача сигнала от входа к выходу с соответствующим изме- 
нением его амплитуды и формы. Для большей наглядности подобные 
передающие элементы представляют графически в виде блоков, изоб- 
ражаемых прямоугольниками или треугольниками (рис. 12.28, а) 
с двумя точками — выводами входа и выхода, у которых указываются 
входные и выходные сигналы, и стрелками — направления передачи 
сигнала. В качестве блоков можно принимать не только усилители, 
но и отдельные части активных цепей, включающих ряд усилителей, 
если это удобно по условиям анализа. 

Сложная активная цепь, служащая для передачи сигнала от вход- 
ных выводов к выходным, может быть представлена в виде однолиней- 
ной блок-схемы, состоящей из ряда соединенных между собой блоков. 
Блок-схема наглядно показывает взаимодействие блоков при прохо- 
ждении сигнала. 

При замене блоков линиями — направленными ветвями получим 
представление усилителей с помощью графа прохождения сигналов. 
Блок-схема преобразуется аналогично преобразованию направлен- 
ного графа. 

На рис. 12.23, 6 изображена простая блок-схема трех каскадно 
соединенных усилителей, которая может быть заменена одним экви- 
валентным блоком с усилением А = А.А. А., а на рис. 12.23, в — соот- 
ветствующий этой схеме направленный граф. 

$ 12.6. АНАЛИЗ ЛИНЕЙНЫХ АКТИВНЫХ ЦЕПЕЙ С ПОМОЩЬЮ 

ЭКВИВАЛЕНТНЫХ СХЕМ 

При анализе активных цепей с помощью эквивалентных схем все 
активные элементы представляются схемами замещения, содержащими 
зависимые или управляемые источники и пассивные двухполюсные 
элементы. Получившаяся цепь будет отличаться от обычной пассив- 
ной цепи тем, что наряду с независимыми будет содержать зависимые 
источники сигнала. 

Для анализа цепей с управляемыми источниками можно применить 
все разобранные ранее методы расчета пассивных цепей (см. главу 6). 
Необходимо лишь учесть зависимые источники, выразив управляющие 
напряжения и токи зависимых источников через выбранные в каче- 
стве искомых переменные цепи. 

В предыдущем параграфе были рассмотрены примеры составления 
уравнений для схем замещения простейшего однокаскадного усили- 
теля в случае представления триода цепью с источником, управляе- 
мым напряжением входа. 

В более сложных цепях: необходимо применять методы контурных 
токов и узловых напряжений, которые будут давать уравнения вида 
(6.3) и (6.16} для пассивных цепей, лишь матрицы их параметров не 
будут симметричными. 

В большинстве усилительных схем цепь может быть представ- 
лена в виде активного четырехполюсника (см. рис. 12.19), который 
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характеризуется функциями передачи (усиления) напряжения и тока, 
входным и выходным сопротивлениями. Очень часто вход и выход 
имеют общий вывод — цепь является трехполюсной. 

Решения для контурных токов и узловых напряжений можно 
выразить через определители и их алгебраические дополнения в 
виде (6.6) и (6.19). 

При анализе трехполюсной цепи с помощью метода узловых на- 
пряжений напряжения узлов входа и выхода согласно (6. 19) соответ- 
ственно равны: 

U,=1,Dy/D; U,=— 1D 4/D, (12.32) 

где D; Dy; Dy. — определитель параметров узловых напряжений и 
его миноры. 

Коэффициент усиления напряжений 

Ay=@ = В. (12.33) 
и Dy 

Токи входа и выхода можно выразить через (12.32): 

= №— У = (1-— YoDiy/D); 16=У,И.=— 6У.ОыВ (12.34) 

Коэффициент усиления токов 

Арт = ie (12.35) 

Если вход и выход не имеют общего вывода, то входное и выход- 
ное напряжения будут равны разностям двух смежных узловых на- 
пряжений. 

При анализе цепи методом контурных токов для решений получим 
дуальные соотношения. 

Рассмотрим анализ цепи с зависимыми источниками по методу 
узловых напряжений. При составлении уравнений узловых напряже- 
ний источники напряжений (как независимые, так и зависимые) сле- 
дует преобразовать в эквивалентные источники тока, а затем выразить 
управляющие величины зависимых источников через узловые напря- 
жения. 

Пусть к узлу К, от которого отходит ряд ветвей из пассивных эле- 
ментов, присоединен наряду с независимым источником тока Г, зави- 
симый источник тока, управляемый напряжением или током ветви [. 
Полагая ветвь / присоединенной между узлами Ги |, ток зависимого 
источника можно выразить через напряжения узлов: 

[ь = в = 50: — 60 (12.36) 

Ток источника управляется напряжениями двух узлов [и j. В част- 
ном случае, когда узел | является базисным (] = 0), ток источника 
управляется напряжением одного узла. 

Примем ток зависимого источника направленным от узла К. Тогда, 
если У»; суть взаимные проводимости пассивной части цепи без зави- 
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симых источников тока, то уравнение равновесия токов в А-м узле 
с учетом (12.36) будет иметь вид 

Уно: +. .. + (Ув ++ Lr) U; + (Y nj — Zr) U;+. ve + У pn n= Го. (12.37) 

Как видно, для учета зависимого источника тока, присоединен- 
Horo к узлу № и управляемого напряжением узла £, необходимо упра- 
вляющий параметр 2, добавить к проводимости У»; со знаком «плюс», 
если ток источника направлен от узла. 

Уравнения узловых напряжений активной цепи удобно составлять 
с помощью следующего формального приема. Сначала составляется 

симметричная матрица | У„| пара- 
метров узловых напряжений пассив- 
ной части непосредственно по схеме 
цепи (см. $ 6.3) при разомкнутых 
выводах источников тока. Для со- 
ставления полной матрицы цепи 
с учетом зависимых источников к 
элементам У,; матрицы | Y,, | добав- 
ляются параметры управляемых 
источников, присоединенных к y3- 
лук и управляемых напряжением 
узла {, со знаком «плюс», если ток 
источника направлен от узла, H 
со знаком «минус», если ток на- 
правлен к узлу. 

Таким образом, параметр зави- 
симого источника добавляется к 

Рис. 12.24 элементу со строкой, определяемой 
номером узла, к которому присое- 

динен источник, и столбиом, определяемым индексом узлового напря- 
жения, которым управляется источник. 

В качестве примера составим уравнения узловых напряжений для 
схемы двухкаскадного усилителя на триодах с обратными связями 
(рис. 12.24, а). На рис. 12.24, 6 показана расчетная схема с указа- 
нием четырех независимых узлов при выборе нижнего узла в каче- 
стве базисного. Источник напряжения И, преобразован в источник 
тока /[, == Y,U ). Электронные лампы — триоды представлены схемами 
замещения с источниками токов, внутренние проводимости которых 
обозначены через Lazy И Lao- 

Ток первого источника управляется напряжением первого узла, 
а ток второго источника — разностью напряжений второго и четвер- 
того узлов, так что 

= 9101; 12=95 (05—04). (12.38) 

Полагая выводы источников токов разомкнутыми, запишем сим- 
метричную матрицу параметров узловых напряжений пассивной части 
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цепи: 

оО; 0 0 0 

0 aitG.+G — G3; 0 |= Lait G.+ Gs 3 (12.39) 

0 —G, Ва | (3-05; — Ва 

0 0 — Bae Laz + О4| 

Полную матрицу параметров всей цепи получим, прибавив к соот- 
ветствующим элементам матрицы | Y, | параметры S, и S, двух зави- 
симых источников тока с токами (12.38). Первый источник присоеди- 
нен к узлу 2, ток его направлен от узла и управляется напряжением 
узла 1. Поэтому параметр добавляется к элементу Y.,. Второй источ- 
ник присоединен к узлам 3 и 4, ток его управляется напряжениями 
узлов 2 и 4. С учетом направления тока /, по отношению к узлам пара- 
метр $, добавляем к элементам Уз. и У. (со знаком «минус») и к эле- 
ментам У.› (со знаком «минус») и У. В результате получим полную 
матрицу параметров узловых напряжений активной цепи: 

Gy +Gy; 0 0 0 

[У |= Sj Bar + Go-+ Gs; — Gs 0 (12.40) 

0 — 0355; 6-5; — (в +5.) 

0 —5.; — Gao Lag +G,+ Se | 

Уравнения узловых напряжений получатся, если столбцы матриц 
умножить на соответствующие узловые напряжения и, сложив эле- 
менты строк, приравнять получившиеся суммы нулю, кроме первого 
уравнения, которое приравнивается току /, = С.И, единственного 
независимого источника. Решение этих уравнений и определение 
функций цепи требуют раскрытия определителей третьего и четвер- 
того порядка. 

Переходя к анализу цепи с зависимыми источниками по методу 
контурных токов, дуальному методу узловых напряжений, можно 
записать правила составления матрицы параметров контурных токов 
на основе дуальности аналогично приведенному выше изложению. 

Зависимыми источниками здесь должны быть источники напряже- 
ния, управляемые токами или напряжениями любых ветвей цепи. 
Выразив управляющие ток или напряжение ветви [ источника в кон- 
туре К через контурные токи, получим 

U,=61,=61;—61 ;. (12.41) 

Матрица || Z, | параметров контурных токов для пассивной части 
цепи составляется непосредственно по схеме цепи (см. $ 6.1) при корот- 
козамкнутых выводах зависимых источников напряжения. 

Для учета зависимого источника напряжения, входящего в К-й 
контур, необходимо к элементам полученной матрицы, находящимся 
на пересечении А-й строки и столбцов с номерами управляющих кон- 
турных токов, добавить параметры зависимых источников со знаком, 
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зависящим от совпадения или несовпадения положительных напра- 
влений напряжения источника и контурного тока. 

В качестве примера составим уравнения контурных токов для 
схемы усилителя на транзисторе с общим эмиттером (рис. 12.25, а). 

Представив транзистор в области низких частот Т-образной схемой 
замещения с источником напряжения И = ar,/,, получим цепь, пока- 
занную на рис. 12.25, 6. Если в качестве независимых контуров вы- 

брать две внутренние ячейки с то- 
Ro ками J, и [5, то матрица парамет- 

y R, ров контурных токов пассивной 
Up части будет иметь вид 

и Ro +retls —TFs 

а) 1] — —r ик В || X Py (15-1) 3 Э к 2 

Зависимый источник напряже- 
ния входит во второй контур и 
управляется током эмиттера, кото- 
рый равен разности токов конту- 
ров, так что его напряжение 

И али (5 —1)). 
Рис. 12.25 При указанной положительной 

полярности зависимого источника 
напряжения его параметр Gr, следует добавить к элементу 251 и со 
знаком «минус» — к элементу Zo. Полная матрица параметров KOH- 
турных токов цепи 

Ко- "6. — 

— ак Гк-- К.Г. — “гк 

Запишем уравнения контурных токов: 

(Ко-Е 76 fs) 1 — "1 = 0; 
гк [Ка - (1— ®) гк] 1.=0 

Коэффициент усиления токов 
д = — AS, 

PT,” ва -аи’ 

ЮКо- "в — Гэ 

ON Re+(1 —@) rx 
FY | Z|= 

$ 12.7. АНАЛИЗ АКТИВНЫХ ЦЕПЕЙ ПРЕДСТАВЛЕНИЕМ 

АКТИВНОГО ЭЛЕМЕНТА МАТРИЦЕЙ ПАРАМЕТРОВ 

В ряде случаев может оказаться необходимым или более удобным 
представлять активный элемент не в виде схем замещения, а матри- 
цей параметров. При этом анализ можно производить либо’ путем 
составления и решения уравнений узловых напряжений или контур- 
ных токов, либо путем разбиения цепи на четырехполюсники (метод 
четырехполюсника). 

Поскольку транзистор и управляемая электронная лампа являются 
трехполюсниками, при анализе в общем виде оба элемента учитываются 
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одинаково. Разница между ними заключается в том, что элементы мат- 
риц будут иметь различные значения. 

Для анализа необходимо иметь матрицы параметров трехполюс- 
ных активных элементов. Матрицы низкочастотных параметров триода 
и транзистора при различных схемах включения приведены в 
табл. 12.1 и 12.2. 

Анализ по методу узловых напряжений 

Матрицу параметров узловых напряжений активной цепи легче 
составлять путем наложения двух матриц, записываемых раздельно: 
матрицы проводимостей пассивной части цепи прн разомкнутых вы- 
водах активных элементов и матрицы проводимостей активной части 
цепи без внешних связей. 

Пусть выводы [, 2, 3 активного трехполюсника присоединены 
соответственно к узлам К, [, т цепи. Чтобы установить правило учета 
параметров активного трехполюсника, запишем его неопределенную 
у-матрицу и затем припишем строкам и столбцам этой матрицы соот- 
ветствующие номера узлов К, [и т: 

k [т 

Иа Из Из|Р 

|| 921 И оз! 

Уз Изо Узз ИТ. 

Согласно этой матрице ток вывода активного элемента, присо- 
единенного к узлу К, 

а 

Ге = уп Е Уз 1+ Y1sU m- 
Добавив этот ток, который направлен от узла, к току /[», проте- 

кающему по всем присоединенным к узлу ветвям из пассивных эле- 
ментов, получим уравнение равновесия токов в узле Rk, выраженное 
через узловые напряжения: 

In+ Te=Y mUy+...+ (Veet Yur) Ur + 

+ (У + Yio) U; + (Y em -Е Yi3) Um + ... + Y О» — [ок. (12.43) 

Аналогичный вид будут иметь уравнения равновесия токов в уз- 
лах [и т. 

Матрица параметров узловых напряжений активной цепи согласно 
(12.43) имеет вид 

11; ... Y ik: Yu Yams ... Yan 

ly? 

Vous ... Var tyu)s Vert у); (Ушу); «+» Ут 

ГУ Ул -.. (Уж); (Уи); (Yam Yes) ++ Yin |. (12.44) 
Y masse» (Y me + Уз); (Y mt 932); (Vimm + Узз); --. Ymn 

Y nay cee Y nk: У; У пт ... Yan 
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Из рассмотрения (12.44) можно установить следующее правило 
составления матрицы параметров узловых напряжений активной цепи. 
Сначала составляется матрица параметров узловых папряжений пас- 
сивной части цепи в предположении разрыва выводов всех активных 
трехполюсников. Для учета активного трехполюсника, выводы KOTO- 
рого присоединены к узлам k, [и т, необходимо к элементам матрицы 
пассивной части, находящимся на пересечении строк и столбцов с но- 
мерами k, [и т, добавить соответствующие элементы матрицы иу-пара- 
метров активного трехполюсника. 

В качестве примера составим уравнения узловых напряжений для 
двухкаскадного усилителя на триодах, включенных по схеме с общим 
катодом (см. рис. 12.24, а). Из схемы видно, что выводы первого три- 
ода присоединены к узлам J, 2 иди его матрица у-параметров 

1 2 

0 O fl 
— 12.45 м Е (12.45) 

а выводы второго триода — соответственно к узлам 2, 3 и 4 и его 
матрица и-параметров 

3 4 

0 0 0 2 

|У+|= So; E a2) — (Sp+ 2a) 3 (12.46) 

— So; — Дао; (So + Ва) | 4. 

Сверху и сбоку приписаны номера узлов. 
Для пассивной части цепи, получающейся при размыкании выводов 

обоих триодов, имеем следующую матрицу параметров узловых на- 
пряжений: 

| 2 3 4 

Got Gy; 0 0 QO | 1 

0 G,t+G,; —G,; 012 
У, |= on 12.47 | 1 | 0 __ Gs; G, +. G.; 0 3 ( ) 

0 0 0 G, || 4. 

Сложив значения элементов матриц (12.45), (12.46) и (12.47), нахо- 
дящихся на пересечении строк и столбцов с одинаковыми индексами, 
получим искомую матрицу параметров узловых напряжений: 

Со -- Gi; O° 0 0 

S 1+G,+G; —G 0 
he ee И (12.48) 

0 — G3 -+ So; Lae + G3+G;; — (So -+ Ваз) 

0 — So — Baas Lat Gy+ Se 

Эта матрица, естественно, совпадает с ранее полученной по экви- 
валентным схемам. 
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Анализ по методу четырехполюсника 

Лнализ цепей по методу четырехполюсника (см. гл. 7) произво- 
дится путем разбиения заданной цепи на соединенные различным 
образом простые активные и пассивные четырехполюсники, для кото- 
рых имеются готовые таблицы параметров. Для одной и той же цепи 
можно наметить ряд вариантов разбиений, так что предварительно 
необходимо выбрать вариант, требующий наименьших вычислений. 

Так как при расчетах приходится иметь дело с различными схе- 
мами соединения четырехполюсников, анализ связан с преобразова- 
нием одного вида параметров в другой 
вид. Преобразование матриц параметров 
производится с помощью табл. 7.1. 

Для иллюстрации метода четырехполюс- 
ника найдем функцию усиления для схемы 
однокаскадного усилителя на транзисторе 
с общим эмиттером и параллельной обрат- 
ной связью (рис. 12.26). 

Схему можно разбить на три подсхемы: 
транзистор, эмиттерное сопротивление и Рис. 12.26 
[П-образный трехполюсник из ветвей (1, G, 
и G,. Первые два трехполюсника соединены последовательно. Скла- 
дывая их матрицы 2-параметров (см. табл. 12.2), находим 

Г. -- Pg Ps 4 Rs Ю. г + 6 + К. К. 

— AF бк (1 —- Go) К, Ю, — а’ -- М. гк (1 — 0%) +R, 

Полученный составной трехполюсник соединен параллельно с тре- 
тьим трехполюсником. Складывая матрицы у-параметров, предвари- 
тельно преобразовав матрицу | z, | в матрицу | у, | по табл. 7.1, полу- 
чаем для всей схемы 

а а _ и |, |a4+G, С, Yil+] yn |= - 
| | | H ye y? G G,+G, yy a 

free, 90, 
| +6, ¥4+6,4+6, 

Коэффициент усиления напряжения 

Aya = ysi+Ya 

U, Joe У. НУ. Ув | 

[zi = 

$ 12.8. ПРИМЕНЕНИЕ НАПРАВЛЕННОГО ГРАФА ПРОХОЖДЕНИЯ 

СИГНАЛОВ И НУЛОРОВ 

Наряду с изложенными методами при анализе линейных активных 
цепей используются также другие методы, из которых рассмотрим 
кратко применение направленного графа прохождения сигнала и ну- 
лоров. 
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Применение направленного графа 

Направленный граф прохождения сигнала, как указывалось в 
$ 6.10, представляет собой графическое изображение системы уравне- 
ний и B зависимости от выбора переменных цепи может иметь различ- 
ный вид. При выборе в качестве переменных узловых напряжений 
или контурных токов получается более простой граф по сравнению 
с графом, построенным для напряжений и токов ветвей. Последний 
обычно используют для выявления обратных связей и других особен- 
ностей прохождения сигналов в цепи. 

63/ У». } (902 * $2) / Уз 
ИУ U, - S1/ Yoo 

0 ——<} ie 

| 
0, 

а) So/Yuy 

=>)’ у , . Y3,/ «ТА. 

U, ts 

(уе) Yoo 

Yi3/%n 
6) 

Рис. 12.27 

Правило построения нормированного графа узловых напряжений 
(а также контурных токов), изложенное в § 6.10, состоит в том, что 
к узлу, изображающему узловое напряжение U,, направляются ветви 
из других узлов с передачами, равными отношениям — Ув:/ У» взаим- 
ной проводимости и собственной проводимости узла А. 

Построим граф узловых напряжений для схемы рис. 12.24, имею- 
щей матрицу параметров (12.40). Расположив узлы, соответствующие 
узловым напряжениям U,, U,, Изи Uy, а также источнику тока J), 
соединяем их ветвями графа, последовательно переходя от узла к узлу. 
Узлу k соответствует R-A строка матрицы, поэтому к нему направляем 
ветви графа от тех узлов, с которыми имеется связь через взаимную 
проводимость Y,;. Полученный для матрицы (12.40) граф показан на 
рис. 12.27, а. Он имеет три соприкасающихся контура с передачами 

Ly — G5 (Gy a S2)/¥ 2 Уз; L, = Bag (Zar -- 52)/ У зз aah 

[3 = 5303 (a2 + 55)/У a2¥ g3¥ ад. 

Передача единственного пути от входа (И! к выходу Uy, сопри- 
касающегося со всеми контурами, 

— S; (G3 — 52) 
Y 20 39 | 

РР == 
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По формуле Мэзона (6.59) сразу записываем функцию пере- 
дачи: 

Оз Py 
= = To 4Fb4l,)’ 

Граф в данном примере был построен по известной матрице и при- 
менен как метод решения системы уравнений. Но граф узловых на- 
пряжений можно построить так же, как и в случае пассивных цепей, 
непосредственно по схеме без предварительной записи уравнений или 
матрицы параметров. 

Если задана схема замещения с зависимыми источниками, то 
согласно § 12.7 к узлу К графа следует направить ветви от тех узлов, 
с которыми он связан через пассивные ветви, и тех узлов, напряжения 
которых управляют источниками тока, присоединенными к рассматри- 
ваемому узлу. 

Передача ветви kj, будет равна дроби, числитель которого равен 
сумме проводимости пассивной ветви, связывающей узлы, и параметра 
зависимого источника тока, управляемого напряжением U;, со зна- 
ком «минус», если ток источника направлен от узла. Знаменатель 
дроби, равный собственной проводимости узла №, составляется из про- 
водимостей пассивных элементов, присоединенных к узлу, и парамет- 
ров тех зависимых источников тока, которые управляются напряже- 
нием этого узла, со знаком «плюс», если токи источников направлены 
от узла. 

Рассмотрим узел 4 схемы рис. 12.24, 6, к которому присоединены 
пассивные элементы Gy и Yao И зависимый источник с током S, (U, — U,4), 
направленным к узлу, так что Ум = Gy + Zag + Sy. Узел 4 связан 
с узлом 3 через пассивный элемент Bag = — Уз и с узлом 2 через 
управляющий параметр источника Sy, = У.., поэтому к узлу 4 напра- 
вляем ветви графа от узлов 3 и 2. Аналогично можно рассмотреть 
остальные узлы и убедиться, что получается граф, построенный по 
матрице (12.40). | 

В случае представления активных элементов матрицами про- 
водимостей следует после приписки строкам и столбцам этих мат- 
риц номеров узлов, к которым присоединены выводы активных 
трехполюсников, также рассмотреть последовательно все узлы 
схемы. Собственная проводимость узла №, кроме проводнмостей 
пассивных элементов, должна содержать элемент иу,, матрицы ак- 
тивных элементов. К узлу А необходимо направить ветвь графа 
от узла 1, связанного с узлом Rk через пассивный элемент или эле- 
мент матрицы ур;. Для узла 4 схемы рис. 12.24, а, активные эле- 
менты которой представлены матрицами (12.45) и (12.46), имеем 
Ущ = Gy + Zag + Sy. Узел 4 связан через активный элемент, как 
это видно из четвертой строки матрицы (12.46), с узлом 3: Уз = — Bae 
и с узлом 2: Yy. = S,. Эти данные, естественно, совпадают с мат- 
рицей (12.48). 

В качестве примера построим граф узловых напряжений транзн- 
сторной схемы, приведенной на рис. 12.27, 6 с указанием нумерацни 

11 П.Н. Матхалов 
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узлов. Запишем матрицы обоих транзисторов: 

1 2 8 

и 
3. 2 

6 Yay Yio Из |) | р ги : 

IY [==к | Ум Yo |2; [yo T= , ‚ | о и. Э | Им Из | 2. 
Э | Уз Ya. Уз |3 a 

бк 9 
Здесь 

Из = — (Ум + Из); Yas = — (Ум У»); Уз= уни НУ + Yar + Yaoi 

У == —- Yu -Е 1); Ию = — (из РУ»). 

Из схемы и матриц получаем собственные проводимости узлов: 

Yur =Git Yu3  Yo2=Gi уз Уз; Узз== О уз Уи. 

Узел 9 связан с узлами 2 и [ через параметры третьей строки 
первой матрицы и первой строки второй матрицы: 

Уз =» РИ; Ун==у. 

Аналогичное рассмотрение остальных двух узлов дает граф 
(рис. 12.27, в), имеющий пять соприкасающихся контуров с переда- 

чами Г: = 1.3; Ly = Rogge; [3 = Юз; La == Юз; Ls = 
= 12а. 

Значения А;, даны на графе. 
Функция передачи от узла 3 к узлу [ согласно (6.59) 

H,,— v3 — Riekes + Rig 
А-а, 

Применение нулоров 

Понятие нулоров широко используется при исследовании актив- 
ных цепей. Нулор является обобщенным названием двух гипотети- 
ческих двухполюсных элементов, каждый из которых обладает свой- 
ствами, не встречающимися у физических устройств. Но при совмест- 
ном рассмотрении и добавлении пассивных элементов они могут пере- 
давать главные свойства линейных активных устройств. 

Первому из этих элементов, нулатору, обозначение которого дано 
на рис. 12.28, a, приписывается свойство одновременного равенства 
нулю как напряжения, так и тока: U = 0; Г = 0. Второму элементу, 
норатору, обозначение которого приведено на рис. 12.28, 6, приписы- 
вается то свойство, что как ток, так и напряжение могут принимать 
любые (произвольные) значения, независимо один от другого. 

Для того чтобы схемы замещения, содержащие указанные элементы, 
соответствовали реальной цепи, оба элемента должны входить в них 
попарно, так что число нулаторов должно равняться числу нораторов. 

Приведем схемы замещения с нулорами для некоторых активных 
элементов. На рис. 12.28, в — е приведены схемы замещения управляе- 
мых источников или идеальных усилителей (см. рнс. 12.20): усилителя 
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тока, управляемого напряжением; усилителя напряжения, управляе- 
мого током; усилителей напряжения и тока. В схеме рис. 12.28, в 

1 у [ +o ma? 1 | кой со—©о 

0! 0 ох Jo, 

a} 8) 

[ 
“L221 ; й he т noe 

4 K-/ | 
0 бт, 0 H 

2) е) 

Рис. 12.28 

входной ток равен нулю; напряжение в точке т, равное входному 
напряжению Uy, вызывает ток в выходном выводе, равный и»; 
входное сопротивление бесконечно ве- 
лико (/, = 0); выходное сопротивление од 
при U, = 0 также бесконечно велико 
(J, = 0). Аналогично можно убедиться, 
что и остальные схемы имеют свойства 
соответствующих управляемых источ- 
НИКОВ. 

Используя схему рис. 12.28, в можно 
получить схему с нулорами для триода 
(рис. 12.29, а). На рис. 12.29, 6 пред- 
ставлена приближенная схема для тран- 
зистора с общим эмиттером в случае 
пренебрежения током базы и напряже- 
нием (5; схема обеспечивает /5 = 0 = 
= Us ul, = — 1, (a = 1). При учете 
паразитных параметров, приводящих к 
1540, Us. =0 и а < |, получается 
схема, показанная на рис. 12.29, в. 

Применение схем с нулорами позво- 
ляет упростить анализ активных цепей, 
особенно в случае приближенных расче- 
тов цепей с относительно большим чис- 
лом транзисторов. 

При анализе по методу узловых на- Рис. 12.29 
пряжений сначала составляется матрица 
пассивной части с разрывом всех нулоров. Учет нулоров произво- 
дится следующим образом. 

Включение между узлами k п [ нулатора, напряжение которого 
равно нулю, равносильно объединению этих узлов в один узел с на- 
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пряжением И»/. Столбцы Е и { матрицы параметров пассивной части 
цепи можно сложить и заменить одним столбцом Rl. 

При включении норатора между узлами Ги | с током /, уравнения 
для токов узлов таковы: /; — Jy = Ум; 1, + Г, = ZY ;,U,. Для 
исключения тока /,, значение которого нас не интересует, суммируем 
оба уравнения: Г; + Г; = № (Ум + Y jn) Up. Следовательно, включе- 
нию норатора соответствует объединение строк Ги | матрицы и замена 
их одной строкой fj. 

При соединении одного из выводов нулора с базисным узлом соот- 
ветствующие строка и столбец матрицы вычеркиваются. 

Таким образом, каждый нулор, т. е. каждая пара нулатор — но- 
ратор на единицу снижает порядок матрицы. 

Составим приближенную матрицу У-параметров транзисторного 
усилителя, приведенного на рис. 12.26. На рис. 12.29, г показана при- 
ближенная схема усилителя с нулором. Матрица У-параметров пас- 
сивной части цепи имеет вид 

| 2 3 

G,+G, -—G, 0 | 1 

| У, i= —G, G,+G, 0 2 

0 QO G, | 3° 

Узлы Ги 3 соединены нулатором, a узлы 2 и 3 — норатором, по- 
этому, объединяя столбцы J, 3 и строки 2 и 9, получаем искомую мат- 
рицу параметров узловых напряжений: 

1—3 о 

| ¥ = О-о, —G I 

IVi= —G,+G, G,+G, | 2—3. 

$ 12.9. ОБРАТНАЯ СВЯЗЬ В АКТИВНЫХ ЦЕПЯХ 

Под обратной связью понимают процесс возврата части сигнала 
с выхода активного четырехполюсника (усилителя) к входу и измене- 
ния тем самым свойств и характеристик цепи. Возврат сигнала осу- 
ществляется цепью обратной связи. В результате образуется петля 
или контур обратной связи — замкнутый путь прохождения сигнала, 
который состоит из прямого пути, образуемого активным четырехпо- 
люсником, и обратного пути, ‘образуемого цепью (обычно пассивной) 
обратной связи. . 

Обратная связь позволяет существенно улучшить характеристики 
активной цепи, поэтому она широко применяется в устройствах, 
использующих электронные цепи. 

В этом и следующем параграфах рассмотрим кратко некоторые 
общие понятия и свойства цепей с простой одноконтурной обратной 
СВЯЗЬЮ. 

Анализ линейных цепей с обратными связями можно производить 
с помощью приведенных выше общих методов анализа активных целей. 
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Но для более четкого выявления влияния обратной связи на свой- 
ства цепи, что очень важно при проектировании, желательно выражать 
ее функцию передачи непосредственно через функции прямой и обрат- 
ной передач. 

Для введения в выражение функции передачи цепи с обратной 
связью функций составляющих четырехполюсников прямой и обрат- 
ной передач в явном виде рассматривают идеализированную модель 
системы обратной связи, которая получается при следующих прибли- 
женных допущениях: четырехполюсники прямой и обратной передач 
односторонние, т. е. передача сигналов от входа к выходу по цепи об- 
ратной связи и от выхода к входу по активному трехполюснику отсут- 
ствует; подключение цепи обратной связи 
не влияет на передачу (усиление) актив- 
ного трехполюсника. 

Получающуюся при указанных допу- 
щениях идеализированную модель системы 
обратной связи изображают в виде одно- 
линейной блок-схемы, показанной на рис. 
12.30, а. Здесь направленный трехполюс- 
ник с функцией передачи А (5) представ- Е: ВБ ACS) Fy 
ляет собой активный трехполюсник без А “> 
обратной связи, а пассивный трехполюс- B/S) 
ник с передачей В ($) — цепь обратной 6) 
связи. К входу цепи обратной связи по- 
дается выходной сигнал F, усилителя, а в AUS) 
с выхода цепи В сигнал В (5) Е. подается 
обратно к входу усилителя. Место сумми- 
рования сигналов обозначают кружком 8) 
с крестиком. Предполагается, что передача , 
сигнала происходит только в направлении Рис. 12.30 
стрелок... 

Картину прохождения сигналов в системе с обратной связью 
можно также изобразить в виде направленного графа, показанного 
на рис. 12.30, 6. Граф имеет три узла: узлы [ и 2 изображают соответ- 
ственно сигналы Р; и РЁ. на входе и выходе системы с обратной связью; 
узел 3 изображает сигнал Fs, который подается к входу активного 
четырехполюсника. 

Функцию передачи этого простого графа с одним контуром можно 
сразу: написать по формуле Мэзона (6.59). Но для большей наглядно- 
сти получим ее последовательно, записывая уравнения графа. 

Сигнал Fs, подаваемый к входу активного четырехполюсника и 
управляющий им, как видно из рис. 12.30, 6, равен сумме входного 
сигнала и сигнала, возвращаемого к входу через цепь обратной связи: 

3 =А1- В (5) Fo. 

Величина В (5) дает долю выходного сигнала, возвращаемого 
к входу. Выходной сигнал при учете этого соотношения 

Р.=А (5) F3=A (s) Fy НА ($ В $) Fp. 

B(S) 
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Отсюда функция передачи системы с обратной связью 

Нота. = (12.49) 
1 — A ($) В ($) | — Hy (5) W (s) 

Здесь НЬ (s) = А ($) В (5) — возвратное отношение; 
W ($9 = 1 — H, ($) — возвратная разность. 

Изменение функции передачи, вызванное введением обратной 
связи, состоит в том, что функция передачи цепи без обратной связи 
делится на возвратную разность, которая определяется отклоненнем 
от единицы возвратного отношения, т. е. произведения передач пря- 
мой и обратной ветвей контура АВ. 

Выясним смысл указанных величин, определяющих эффект введе- 
ния обратной связи. Разомкнем контур обратной связи путем расщеп- 
ления узла 3 (рис. 12.30, в). Возвратное отношение, как видим, пред- 
ставляет собой функцию передачи разомкнутой системы 

Е: Нр ($) = Е.А (s) В (5). 

Если на вход разомкнутой системы подать единичный импульсный 
сигнал, когда Ff, = К. = 1, то разность между входным сигналом и 
сигналом, возвращающимся к входу через цепь обратной связи F3 = 
= А ($ В ($) =Н, ($), будет возвратной разностью. 

Для цепей или систем, составленных из сосредоточенных элемен- 
тов, возвратное отношение так же, как и функции A ($) и В ($), является 
рациональной дробью, степень числителя которой не превышает сте- 
пени знаменателя: 

Ма М, 1 Нр $1 (989 =у = (12.50) 

где М, № — полиномы. 
Возвратная разность также является рациональной дробью, сте- 

пени числителя и знаменателя которой равны: 

И (s)=1—H, =и-щие сн = ir (12.51) 

Поскольку возвратная разность входит в знаменатель функции 
передачи, полином N, — My, представляющий разность знаменателя 
и числителя возвратного отношения, входит в знаменатель функции 
передачи системы обратной связи и определяет ее полюсы. Функция 
передачи системы обратной связи (12.49) с учетом (12.51) имеет вид 

М А/М M,N, _ M(s) 
Н Я = <M IN Ns = N,—M, Мо’ (12.52) 

Нули функции передачи определяются нулями прямой передачи 
и полюсами обратной передачи. 

Полюсы функции передачи, определяемые вулями числителя воз- 
вратной разности, т. е. разности двух полиномов, в зависимости от 
коэффициентов полиномов могут располагаться в любой части пло- 
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скости комплексной частоты; некоторые из них могут оказаться в пра- 
вой полуплоскости, так что применение обратной связи может при- 
вести к неустойчивости режима работы. 

Хотя явление неустойчивости лежит в основе работы таких важ- 
ных устройств, как генераторы незатухающих колебаний, триггеры 
и т. п., нормальная работа многих других устройств, в частности уси- 
лителей, возможна только в устойчивом режиме. [Поэтому при исполь- 
зовании в усилителях обратной связи необходим тщательный расчет 
с учетом всех существенных параметров 
для обеспечения устойчивости. 

Рассмотрим особый случай, когда мо- 
НЫ 

дуль возвратного отношения имеет боль- *1 Ral | REY it 
шое значение и выполняется условие ""y UN 10 i 

| АВ | 3 1. При этом функция передачи © OL TES 
] В Up | ig 

Н (8) ~— By (АВ 1). (12.53) 1 № 
. | ыыы 

Функция передачи определяется 
Рис. 12.31 только параметрами цепи обратной свя- 

зи — она обратна функции передачи 
четырехполюсника обратной связи и не зависит от параметров актив- 
ного элемента, во всяком случае их действие намного снижается. 
Существенное уменьшение влияния нестабильных параметров актив- 
ных элементов на‘функцию передачи всей цепи является важнейшим 
пренмуществом применения обратной связи. 

Величина общего усиления при выполнении условия (12.53) 

|H |p <A 
значительно меньше, чем при отсутствии обратной связи. 

Уменьшение усиления практически не является серьезным недо- 
статком обратной связи по сравнению с возможностью возникновения 
неустойчивости, так как для получения заданного усиления бывает 
достаточно добавить лишь один каскад. 

Для лучшего уяснения процесса воздействия сигнала, поданного 
по цепи обратной связи на вход активного трехполюсника, на общую 
функцию передачи системы рассмотрим простейший однокаскадный 
усилитель напряжения с обратной связью (рис. 12.31). 

В диапазоне низких частот коэффициент усиления усилителя 
согласно (12.24) имеет вещественное отрицательное значение A ($) = 
= — А. Функция передачи цепи обратной связи, представляющей 
делитель напряжения, 

1 

P= TTR” В ($) = 

Для получения возвратного отношения размыкаем выход цепи 
обратной связи, и напряжение. (, подаем непосредственно к входу 
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триода путем замыкания точек О — О’. Возвратное отношение полу- 
чается вещественным отрицательным: 

(У. 
HH, ($) = U, КВ. 

Это означает, что знак сигнала, возвращаемого с выхода к входу 
по цепи обратной связи, противоположен знаку входного сигнала. 

Сигнал, подаваемый к входу триода (к выводам сетки и катода) 

3 = U,+ U;== U,;— BKU,, 

равен разности входного сигнала и сигнала, возвращаемого с выхода. 
На входе усилителя, следовательно, производится сравнение ука- 

занных сигналов; разность между ними (ее иногда называют ошибкой), 
появляющаяся при U, > BKU,, подается на вход активного трехпо- 
люсника. 

В рассматриваемом случае вычитания сигналов на входе, которое 
называется отрицательной обратной связью, возвратная разность 
равна 

W=1—H,=1+$K>1. 

Согласно (12.49) происходит уменьшение общего усиления в Ш 
раз, т. е. тем большее, чем больше усиление прямой передачи. Это 
объясняется тем, что с увеличением коэффициента K пропорционально 
растет возвращаемый к входу сигнал, вычитаемый из входного сиг- 
нала; соответственно уменьшается сигнал, подаваемый на вход актив- 
ного трехполюсника. В системе возникает как бы противодействие 
увеличению коэффициента А: при случайном его увеличении или умень- 
шении соответственно автоматически уменьшается или увеличивается 
сигнал, подаваемый на вход усилителя. Таким образом, отрицатель- 
ная обратная связь стабилизирует общее усиление системы. 

При ВК » Г или К » 1/В общее усиление согласно (12.53) пере- 
стает зависеть от К и определяется только цепью обратной связи. 

В случае положительной обратной связи возвратное отношение 
положительно (ВК > 0), поэтому входной сигнал и сигнал, возвра- 
щаемый с выхода, будут складываться. К входу усилителя будет по- 
даваться увеличенный на величину BAKU, сигнал. При случайном уве- 
личении коэффициента К увеличатся выходной и возвращаемый к 
входу сигнал, что вызовет дальнейшее повышение выходного напря- 
жения. Этот процесс приведет к неограниченному возрастанию ам- 
плитуды сигнала, т. е. к неустойчивости, поэтому применение в уси- 
лителях положительной обратной связи невозможно. 

Следует отметить, что понятия отрицательной и положительной 
обратной связи условны, так как из-за наличия в цепи реактивных 
элементов функции передачи A(s) и В($) могут принимать чисто ве- 
щественные значения лишь в некотором диапазоне частот, в остальном 
диапазоне сигналы сдвинуты по фазе. 
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$ 12.10. ВЛИЯНИЕ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ НА ХАРАКТЕРИСТИКИ 

АКТИВНЫХ ТРЕХПОЛЮСНИКОВ 

Рассмотрим влияние обратной связи на некоторые характеристики 
активных трехполюсников — усилителей, чтобы лучше уяснить ее 
возможности и области применения. 

Влияние обратной связи на функции передачи 
идеальных усилителей 

Рассмотрим обратную связь, примененную к любому из четырех 
видов идеальных усилителей (см. $ 12.5). 

Выводы усилителя и трехполюсника обратной связи как слева, 
так и справа могут соединяться между собой параллельно или последо- 
вательно. Поэтому возможны четыре различных вида соединения ак- 
тивного и пассивного трехполюсников цепи обратной связи (рис. 12.32): 

= и 
+ o——— A(S) +1 +2 А (5) тт ПГ НО м 1] | 
ЕТ 

B(S) Г B(S) 

а) 0) 

i, 

с А (5) a o— 

| 

Рис. 12.32 

последовательно-параллельное, параллельное, последовательное и 
параллельно-последовательное. 

В гл. 7 рассматривались такие соединения четырехполюсников и 
было показано, что при выполнении условий регулярности соответ- 
ственно матрицы A, и, 2 и с-параметров составляющих четырехлполюс- 
ников складываются. 

При параллельном соединении правых выводов трехполюсников 
(рис. 12.32, а, 6) на вход цепи обратной связи подается напряжение 
выхода усилителя — получается так называемая обратная связь по 
напряжению. При последовательном соединении правых выводов 
(рис. 12.32, в, г) на вход трехполюсника обратной связи подается ток 
выхода — обратная связь по току. 

При последовательном соединении левых выводов трехполюсников 
(рис. 12.32, а, г) напряжение выхода цепи обратной связи вычитается 
из напряжения источника — их разность подается на вход усилителя. 
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Следовательно, на входе производится сравнение указанных напряже- 
НИЙ. 

При параллельном соединении левых выводов (см. рис. 12.32, 6, в) 
ток выхода цепи обратной связи вычитается из тока, отдаваемого нс- 
TOUHHKOM, — их разность подается на вход усилителя. Следовательно, 
на входе производится сравнение указанных токов. 

Цепь обратной связи в схемах рис. 12. 32 выполняет соответственно 
следующие функцин: 

а) измеряет напряжение выхода и возвращает к входу сигнал в 
виде напряжения; функция B(s) является безразмерным отношением 
изображений напряжений; 

6) измеряет напряжение выхода и возвращает к входу сигнал в 
виде тока; функция В ($) является проводимостью передачи; 

в) измеряет ток выхода и возвращает к входу сигнал в виде тока; 
функция В ($) является безразмерным отношением изображений то- 
KOB; 

г) измеряет TOK выхода и возвращает к входу сигнал в виде напря- 
жения; функция В ($) является сопротивлением передачи. 

Указанные четыре вида соединений трехполюсника обратной связи 
можно применить к любому из четырех типов усилителей. Поэтому 
можно получить [6 различных схем одноконтурной обратной связи. 

Как было показано, при выполнении условия | АВ | > 1 функция 
передачи цепи определяется передачей цепи обратной связи — она 
обратна В ($) и не зависит от параметров активного трехполюсника. 
Отсюда следует, что независимо от типа примененного усилителя можно 
получить усилитель напряжения, если использовать схему рис. 12.32, а, 
уснлитель тока, если использовать схему 12.32, в, ит. д. 

Таким образом, возможно взаимное преобразование усилителей 
различных типов путем выбора параллельного или последовательного 
соединения выводов трехполюсника обратной связи на входе и на вы- 
ходе. 

Влияние обратной связи на чувствительность 

Параметры активных элементов обычно не стабильны и могут из- 
меняться под действием различных факторов, что приводит к непо- 
стоянству усиления и к изменению характеристик активной цепи. 

Для оценки степени зависимости характеристик цепи от изменения 
ее параметров используется введенное в $ 6.7 понятие чувствитель- 
ности, под которой понимают отношение относительного изменения 
функции передачи (или иной функции) к относительному изменению 
некоторого параметра. При малом изменении коэффициента усиления 
К чувствительность функции передачи (12.49) цепи с обратной связью 
можно получить, заменяя отношение приращений производной: 

н АНН OK ан 1 Г SK=RRIR™ H | dR = TERE — №. Ue) 
у H 

При отсутствии обратной связи (W = 1) чувствительность Sx = 
= 1. Отрицательная обратная связь (АВ < 0) уменьшает чувствитель- 
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ность, т. е. степень влияния на функцию передачи нестабильного па- 
раметра, так как | W | > 1. Чем больше модуль возвратного отноше- 
ния, тем меньше чувствительность; при | АВ | > 1 чувствительность 
равна нулю, так как функция передачи согласно (12.53) не зависит 
oT К. 

Уменьшение чувствительности системы к изменению ее параметров, 
а также к действию различных возмущений является нанболее важным 
свойством обратной связи. 

Влияние обратной связи на входное и выходное 
сопротивления 

Применение обратной связи позволяет в широких пределах из- 
менять величину входного или выходного сопротивления усилителя — 
увеличивать или уменьшать ее в W = | — AB раз. 

Входное сопротивление усилителя при наличии и отсутствии об- 
ратной связи соответственно равно: 

Lay == U,/1 4; Zax = U4/1;, 

где U,, /, u Uj, П — напряжения и токи на входе при наличии 
и отсутствии обратной связи. 

При последовательном соединении выхода цепи обратной связи 
(см. рис. 12.32, а), т. е. сравнении на входе напряжений, 

=; Uy=U,—U,=U,—ABU,. 

Входное сопротивление 

U , Zp =F = 2х (1 — AB). (12.56) 

в случае возвращения на вход сигнала в виде напряжения (последо- 
вательное соединение) увеличивается в раз. 

При параллельном соединении выхода цепи обратной связи (см. 
рис. 12.32, 6), т. е. сравнении на входе токов, 

U,=Uj; 14-1; — =И-АВИ. 

Входное сопротивление 

yy = 52 = 25/1 — АВ. (12.57) 

в случае возвращения на вход сигнала в виде тока (параллельное сое- 
динение) уменьшается в раз. 

Выходное сопротивление усилителя определяется в соответствии 
с теоремой об эквивалентном источнике (см. $ 6.6) как сопротивление 
цепи со стороны выхода (нагрузки) при отсутствии источника на входе 
— коротком замыкании выводов источника напряжения и разрыве 
выводов источника тока. 

Найдем выходное сопротивление цепи в случае обратной свя- 
зи по напряжению, применяемой для усилителя напряжения. На 
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рис. 12.33, а показана схема усилителя напряжения, управляемого 
напряжением со сравненнем на входе напряжений при коротком за- 
мыкании входных выводов, а на рис. 12.33, 6 — схема усилителя 
напряжения, управляемого током, со сравнением на входе токов при 
разрыве входных выводов. Для обеих схем напряжение управляемого 
источника получается равным ABU,, так что общее напряжение в вы- 
ходном контуре равно И, — ABU). 

; о i рено. 
0 OW» , 

, KU. Us “ К! НЙ 

K.3. И, + } _ _} 7 _ 4 ' _ М ; 

; 
а) goon? 6) 

Рис. 12.33 

Выходное сопротивление, равное отношению напряжения на выходе 

К току в выходном контуре, 

U U ‚ 
вых = — 2 7 = Двых/ 1 — ДВ. (12.58) 

* Го И. (1—АВ)/ вых 

В случае обратной связи по току, применяемой в усилителях тока, 
управляемых напряжением или током, можно показать, что выходное 
сопротивление 

Ивых = BBIX (1 — РВ). (12.59) 

Таким образом, выходное сопротивление усилителя при наличии 
обратной связи по напряжению (параллельное соединение цепи об- 
ратной связи) и по току (последовательное соединение) соответственно 
уменьшается и увеличивается в Я раз. 

Влияние обратной связи на положение полюсов 
функции передачи 

С помошью обратной связи можно изменять в широких пределах 
положение полюсов функции передачи, которые определяют как пере- 
ходный процесс в цепи (динамические характеристики), так и устано- 
вившийся режим (частотные характеристики). Полюсы функции пере- 
дачи (12.52) определяются нулями полинома N = М, — My, положе- 
ние которых существенно зависит от коэффициентов К и В, — при их 
изменении нули будут перемещаться. Покажем это на простейшем при- 
мере. 

Пусть функция передачи (усиления) активного трехполюсника 
имеет два вещественных полюса $, = — 0: И $ = —0.: 

—К 

S + 01) ($ +02) ° 
А (9 =- 
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Приняв передачу пепи обратной связи В ($) =В не зависящей 
от частоты, получим 

А ($) —К 
Н ($) = = =. ГА ~ Яо +e BN) 

Полюсы функции 

$1. == — 0,5 (0; + 0) = V 0,25 (01 ++ 02)* — (010, + BK) 

зависят от значения произведения ВК. При ВК < 0,25 (01 — o,) 
полюсы остаются еще вещественными, но при ВК > 0,25(o, — о.)* 
имеем пару сопряженных 
комплексных полюсов. ty 

На рис. 12.34 показаны Ж ВИ=10 
лннии, по которым переме- 
щаются полюсы Н ($) при ЖВК=4 
изменении ВК, для o, = — 1; 
о, = —3 («корневой  годо- вн А ВК вВк=З (В-0) 
граф»). С н-втИ >< 

Полюсы функции передачи = BK=-8 zg \\e4=1 pug *8 
пассивных цепей, составлен- (В=0) 
ных H3 ЮС-элементов, распо- * ВК=4 
лагаются только на отрица- 
тельной вещественной полу- 1 eK=10 
оси. Но, как видим, функция 
передачи цепи, составленной Pe. 19.34 
из пассивных ЮС-элементов и 
усилителя с обратной связью, 
может иметь комплексные полюсы. Следовательно, при помощи ак- 
тивных ЮС-цепей с обратными связями можно получить характери- 
стики, присущие цепям из ЮГ.С-элементов, так что имеется еще одна 
возможность нсключения из схем индуктивного элемента. 

Если В принимает отрицательный знак и выполняется условие 
| ВА | > 0:0., то один из вещественных полюсов попадает в правую 
полуплоскость — цепь становится неустойчивой. 

Применение обратной связи позволяет расширить полосу пропус- 
кания усилителей. Для усилителя, рассмотренного в $ 12.5, функция 
передачи К 

А (5) — ’ 
($2) (S++ @1) 

где —@, H—@, — полюсы, определяющие граничные частоты полосы 
пропускания. 

При использовании обратной связи В ($) = В 
Н $) — А ae. = — Kes 

А (s)B 5 (1 + о Е ВКоз) ++ вл 

Полюсы этой к системы с обратной связью (@y > в} 

Wop We (1+ ВК); ФЕВ 

Ширина полосы пропускания, определяемая полюсом Wey, увели- 
чивается в | + ВК раз. 
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$ 12.11. ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ ЛИНЕЙНЫХ 
АКТИВНЫХ ЦЕПЕЙ 

Линейная цепь с постоянными параметрами устойчива, если свобод- 
ные колебания в ней, возникающие под действием произвольных на- 
чальных условий, затухают при Ё- со. Иначе говоря, импульсная 
характеристика цепи обращается в нуль при #-— oo, 

Приведенное определение равносильно другому, а именно: линей- 
ная цепь с постоянными параметрами устойчива, если при действии 
ограниченного по амплитуде сигнала конечной длительности реакция 
цепи также ограничена. 

Линейная цепь неустойчива, если свободные колебания при {> со 
не затухают или ее реакция не ограничена при действии сигнала огра- 
ниченной амплитуды и конечной длительности. 

Как указывалось в $ 10.3, для устойчивости линейных цепей не- 
обходимо и достаточно, чтобы все нули (корни) характеристического 
полинома лежали в левой полуплоскости, т.е. чтобы вещественные нули 
и вещественные части комплексных нулей характеристического поли- 
нома были отрицательны. 

‘Существуют методы, называемые критериями устойчивости, ко- 
торые позволяют судить об устойчивости системы, т.е. установить, 
все ли нули характеристического полинома системы лежат в левой 
полуплоскости, без нахождения самих нулей. 

Различают частотные и алгебраические критерии устойчивости. 

Частотные критерии устойчивости 

Частотные критерии устойчивости можно подразделить на два вида: 
1) критерии, применяемые к характеристическому полиному; 2) кри- 
терии, применяемые к возвратной разности или возвратному отно- 
шению. 

Частотные критерии основаны на зависимости приращения фазо- 
вого угла полинома при изменении частоты от нуля до бесконечности: 

А0—0 (co) —9 (0). 

Характеристический полином степени и можно записать как 

М ($ = 5 +a, 48" 1+... + as+ta= 

= Ма (52) +sN, (52) = ($— 51) ($— 82)... ($— 5»), (12.60) 

где N,, 5№, — четная и нечетная части полинома; 
$‚— нули полинома. 

При $=/ю® 

М (16) = Na (— 6?) + {@М» (— 0?) = (Jo — 51) (JO — $)... (JO — Sp) = 
чо... 40 

— ить... тие! ТТ Tin), 

где N,(—w?), oN,(— 0?) — вещественная и мнимая части полинома; 
Mp, Op — модуль и фаза ‘множителя (]® — $5»). 
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Для множителя ({@ — 0,), соответствующего вещественному нулю, 
тангенс фазового угла 

tg 0,== o/— Oj. 

изменяется линейно с частотой: при о! < 0 (нуль в левой полуплоско- 
сти) растет от 0 до со, угол 6, также растет монотонно от 0 (® = 0) 
до л/2 (® = oo), и приращение угла Ав, = n/2; при о, > 0 (нуль 
в правой полуплоскости) убывает от 0 до —oo, угол 09: также умень- 
шается монотонно от л (® = 0) до п/2 (® = со) и приращение угла 

Более наглядно эти же результаты можно получить из рис. 12.35, а, 
где на плоскости ($) изображены векторы (]® + 01) и (|® — 0)). 

В случае комплексного нуля, который появляется с сопряженным 
нулем, следует рассматривать изменение фазового угла при нарастании 
частоты от —oco до +00, дающее удвоенное значение приращения 

+jW (S) +] © (5) 

9 

и SY | 
0 +6 

а) 5) 
Рис. 12.35 

Аб, = 6, (co) — 6, (0) (фаза — нечетная функция). Из рис. 12.35, 6 
видно, что нуль в левой полуплоскости дает 2A0, =6,(<ю) — 9х 
х (—со)= 0,5л — (—0,5л) = л, нуль в правой полуплоскости дает 
2A 0, = 0,5л — 1,5 = —n. 

Таким образом, при изменении частоты от 0 До со каждый нуль, 
лежащий в левой полуплоскости, дает приращение угла Ag, = 1/2, и 
каждый нуль, лежащий в правой полуплоскости, дает А0, = —л/2. 
Поэтому изменение фазы полинома N(j@), имеющего и нулей в левой 
полуплоскости, при росте частоты от 0 до со равно Ag = пл/2. 

Очень существенно, что изменение фазового угла происходит мо- 
HOTOHHO. 

Для выяснения изменения фазового угла характеристического по- 
линома строят годограф вектора N(j@) на комплексной плоскости при 
изменении частоты от 0 до со (критерий А. В. Михайлова). 

Если кривая, очерчиваемая концом вектора N(j@) при изменении 
частоты от 0 до со, последовательно обходит в направлении против 
часовой стрелки и квадрантов, то полином устойчив. 

Вместо годографа можно также строить фазовую характеристику 
полинома N(jw). При монотонном нарастании кривой и приращении 
угла Ag = ил/2 полином устойчив. На рис. 12.36, а показаны по- 
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строенные для двух полиномов 

№" = 58 + s*-+ 653+ 452 + 8$ 3; 

М = 55+. 54+. 653 + 25? +. 85-4 | 

годографы векторов, которые выражаются следующим образом: 

№ (1) == * — 40? 4-3 + jo (@* — 60? + 8); 

N" (jw) == 04 — 207 + 1+ jo (ot — 6%2-- 8). 

Из-вида кривых заключаем, что полином N’ устойчив, а полином 
N” неустойчив. На рис. 12.36, 6 показаны фазовые характеристики 
полинома, которые подтверждают справедливость этого заключения. 

9 

2a | М’ 

Jt 

— М” — 
on < ==“ 

0 я _ < aa 

! \/? w 

5) 

Рис. 12.36 

Анализ устойчивости по возвратной разности и возвратному от- 
ношению более удобен при исследованин систем с обратными связями, 
так как в процессе решения удается указать меры, необходимые для 
улучшения устойчивости; кроме того, он дает возможность судить 
об устойчивости по экспериментальным данным. 

Степень числителя возвратного отношения не превышает степени 
знаменателя (см. $ 12.9), полюсы его (нули №!) в общем случае могут 
находиться в правой полуплоскости или в начале координат, т. е. 
передачи А (5) и В ($) могут быть неустойчивыми; обратная связь 
в этом случае должна обеспечить устойчивость системы, состоящей из 
неустойчивых частей. 

У возвратной разности согласно (12.51) степени числителя и зна- 
менателя одинаковы, причем числитель является характеристическим 
полиномом системы, а знаменатель определяется полюсами возврат- 
ного отношения. 

Фазовый угол отношения двух полиномов равен разности фазовых 
углов числителя и знаменателя. Примем, что все и нулей числителя 
возвратной разности лежат в левой полуплоскости (система устойчива), 
а из п нулей знаменателя п, нулей лежат в правой полуплоскости и 
и, нулей — в начале координат. Тогда для устойчивости системы общее 
приращение фазового угла возвратной разности при изменении час- 
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тоты от 0 до со составит (нули в начале координат не дают прираще- 
ния угла) 

AG = Ави — Адм = (пп/2) — (п— 2ny — по) л/2 = (21. + по) 21/4. (12.62) 

В наиболее часто встречающемся случае устойчивой возвратной 
разности nN, = п, = 0 и для устойчивости системы приращение угла 
должно быть равно нулю: 

49 = 0. (12.63) 

Для проверки устойчивости по условиям (12.62) и (12.63) строят 
годограф возвратной разности или возвратного отношения (критерий 
Найквиста) на комплексной плоскости при $ = | и изменении часто- 
ты OT 0 до oo. 

+] 

Рис. 12.37 

Если кривая, очерчиваемая концом вектора W(j@) при изменении 
частоты от 0 до сэ, охватывает начало координат (2n, + п.)/4 раза, 
то система устойчива; в случае устойчивого возвратного отношения 
(1, = п. = 0) кривая не должна охватывать начало координат. 

Вместо годографа можно, очевидно, строить фазовую характерис- 
тику возвратного отношения — для устойчнвой системы прираще- 
ния фазы должно определяться равенствами (12.62) или (12.63). 

Так как возвратное отношение или передача разомкнутой системы 
отличаются на единицу: 

—H, (jo) = W (jo) -Ь 
то, очевидно, годограф W(jw) будет совпадать с годографом Пр (ja), 
построенным в системе координат, начало которой смещено в точку 
(1, 0). Отсюда следует возможность проверки устойчивости по пере- 
даче разомкнутой системы — кривая, очерчиваемая концом вектора 
H, (j@), должна охватывать точку (—1; jO) (2m, + n,)/4 раза, и не 
должна охватывать ее при п; = и. = 0 
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В качестве примера рассмотрим устойчивое возвратное отношение 

НШ К 
Ро (52-53) ($--2)° 

При s=fo 
К 

— Пр (10) вю. 

На рис. 12.37, а построены годографы для К = би К = 12; пер- 
вое значение соответствует устойчивой системе, а второе — неустой- 
чивой; критическое значение К», = 9. 

Для неустойчивого возвратного отношения 

__ Ks 

9+)  ^ 
при $=/® имеем 

—H, (jo) = Are (6— 0%) + jo (I— oF * 
Ha puc. 12.37, 6 показаны годографы для К = 6 (устойчивая сис- 

тема) и К = 4 (неустойчивая система); К, = 5 

Алгебраические критерии устойчивости 

Алгебраические критерии устойчивости, применяемые к характери- 
стическому полиному, можно получить с помощью установленной час- 
тотной зависимости фазового угла. Исследуем тангенс фазового угла 
полинома, который согласно (12.61) является отношением нечетной 
и четной частей полинома: 

tg 6 (6) = [®М, (— 0*)/Nq (— o)?] = 

1) OT mans n—1). (12.64) 
(@; —@?) (@; — 6") ... (7, — @*) 

При нарастании частоты OT —oo до со фазовый угол (нечетная 
функция) устойчивого полинома N(jw) будет расти монотонно OT 
—пл/2? до + пл/2 (рис. 12.38, а). Изменение тангенса фазового угла 
показано на рис. 12.38, 6. 

Тангенс последовательно принимает нулевое значение при часто- 
тах Ws — нулях нечетной части полинома, при которых 0 = in (1 = 
=0,1,2...), и бесконечное значение при частотах ®,„, — нулях чет- 
ной части полинома, при которых 0 = (21 + 1)л/2. 

Из монотонности изменения фазового угла следует вывод: нули 
четной и нечетной частей устойчивого полинома взаимно чередуются, 
т. е. выполняется условие 

О< о < 0, <о0о.<о0,<... Зо, < Oy. (12.65) 

Рациональные дроби, у которых нули и полюсы на оси ® взаимно 
чередуются, называют реактансными функциями. Число конечных 
нулей и полюсов у таких функций не должно отличаться более чем на 
единицу. 
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Полином пятой степени, рассмотренный выше, можно представить 
через нули четной и нечетной частей: 

№ = (s* + 48° + 3) -- $ (s* + 6s” + 8) = (s? + 1) (s? 3) +5 ($ +2) (s? - 4). 
Полином устойчив, так как выполняется условие взаимного чере- 

дования нулей. 
Полином пятой степени, также рассмотренный выше, можно пред- 

ставить в виде 

= (344 258 + 1) +5 (st +65? + 8) = (5-1) (52 1) +5 (2+2) ($4). 
Полином неустойчив, так как условие взаимного чередования Hy- 

лей не выполняется. 
Вместо определения нулей четной и нечетной частей полинома, что 

затруднительно при п > 5, можно применить разложение отношения 
sN,(s)/N.(s) (или обратного отноше- 9 
ния) в цепную дробь, выполняемое зд | 
последовательным делением числи- L~—-----~ - 
теля дроби на знаменатель, знамена- QO) 2% ~— 
теля остатка на числитель и т. д. Де- 
ление можно производить, начиная от 
старших или младших степеней 5. 0 

Если условие чередования нулей 
(12.65) выполнено, т. е. если полином 
устойчив, то все коэффициенты цеп- 198 
ной дроби должны быть положитель- 
НЫМИ. 

Для полинома №’ разложение в 5 НУ | w; 
цепную дробь дает, ) 9 
s5-+ 653 - 8s —s4+-—— 

s4 + 452 + 3 0.55 БЕТ 

д 
pa ee — 

1 
Я 

Lbs-+ a5 Puc. 12.38 

Все коэффициенты положительны, полином устойчив. 
Для второго полинома имеем 

5-1 653 а est 

gsr _! 16s + 
1 | 

_ 36 $ —95 ° 

foe] 

Есть отрицательные коэффициенты, полином неустойчив. 
Если произвести разложение в цепную дробь отношения четной и 

нечетной частей полинома с буквенными коэффициентами, то можно 
установить в общем виде соотношения, обеспечивающие положитель- 
ность коэффициентов цепной дроби, т.е. устойчивость полинома. 
Так, для полинома второй степени 

52 -{- ay | 1 
== -- $-|- 

@15 а а15/@0 ° 
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Условия устойчивости: 

а 2>0; &>0. . (12.66) 

Для полинома третьей степени 

38-1 а15 ] | sas т QoS? -|- A A QoS | 
++ . 

@1 — Чо/а2 (а1 — ао/а5) $/ap 

Условия устойчивости: 

а >0; а >0; a>; аа, > а. (12.67) 

Аналогично можно получить условия устойчивости для полиномов 
других степеней. Эти условия для полинома п-й степени можно полу- 
ЧИТЬ Из следующей квадратной таблицы: 

аа | Qn-3| Qn5| . . O 

An.1  Япз | (12.68) 

o
O
o
 

O
o
]
 

&
 

0 . . Ay Ay 

По главной диагонали располагаются коэффициенты полинома 
OT а„_1 ДО а. Строка образуется вписыванием вправо и влево от этого 
элемента коэффициентов, индексы которых соответственно убывают 
и возрастают на два. Если индексы превышают и или отрицательны, 
то вписываются нули. 

Для устойчивости (критерий Гурвица}) необходимо и достаточно, 
чтобы все определители, указанные в таблице, были положительны. 
Легко убедиться, что при п = 2 ип = 3 получаются условия (12.66) 
и (12.67). 

При a = 4 таблица (12.68) принимает вид 

а; | ay 0| 0 

[а a} 0 

0 a, a} 0 

Оо Га. a 

Отсюда условия устойчивости полинома четвертой степени: а. > 
>0; а, > 0; а > 0; a > 0; а: (за, — a,) — a; Ay > 0. 

При п > Б получение условий устойчивости из таблицы (12.68) 
становится громоздким, поэтому при численном задании удобнее поль- 
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зоваться треугольной таблицей Рауса, которая имеет вид 

$" An Qn Ча @вб ... 

sil Qn_1 Qn_3 Qn Qn_ 

svt бит биз On-s 

Cn_4 Cn_3 

dn_4 

$0 . 

Необходимое и достаточное условие устойчивости состоит в псло- 
жительности всех (п -- 1) коэффициентов первого столбца (критерий 
Рауса): 6,1 > 0; ny > 0; 4,0... Коэффициенты составляются по 
следующим выражениям: 

b, i= An .14n_2— Ann _g , b. .— An_14n_4 — @п@п-—5 
n-3 — 

An.1 ) An_1 

С __ В и_1@п_з — 163 . __ би аль — An_-19 1-5 . 

п-т Вил ? Bn_1 ) 

1 __ Си 16п_з — Ви_1Сп_з 
( n- 1 —_—* a wr ar e 

Cn_1 

Закономерность составления выражений очевидна. 

$ 12.12. НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ 

В качестве примеров применения обратной связи рассмотрим кратко 
катодный повторитель, операционные усилители и простейшую сис- 
тему автоматического регулирования. 

Катодный повторитель 

Из схемы катодного повторителя (рис. 12.39, а) и схемы его заме- 
щения (рис. 12.39, 6) видно, что триод включен по схеме с общим 
анодом и выходное напряжение U, снимается с натрузочного сопро- 
тивления, подключенного 
к катоду; полярность на- 
пряжения О, совпадает с 
полярностью входного на- 
пряжения. 

Катодный повторитель 
представляет собой усили- 
тель с отрицательной об- 
ратной связью по напря- Рис. 12.39 
жению. Поскольку сопро- 
тивление нагрузки является общим для выхода и входа, все напря- 
жение И. подается на вход, где оно вычитается из входного напряже- 
ния (В = — 1), так что управляющее напряжение сетки U, = U, --- (.. 
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Из уравнения для схемы замещения 

а ить 
получаем 

ДЕЙ | (12.69) 
О U; w+ 1+ 7r/Ry , | 

т. е. коэффициент усиления напряжения катодного повторителя 
меньше единицы. 

Выходное сопротивление определяем по теореме об эквивалентном 
источнике, полагая (И, = 0 и напряжение U, приложенным к контуру, 
состоящему из сопротивления г, и зависимого источника с напряже- 
нием — цО.: 

Uy _ Us _ fa Roux = 72 = Weal = CAT (12.70) 

Выходное сопротивление получается намного меньше сопротивле- 
ния Г. = Roux (при отсутствии обратной связи). 

Входной ток (см. рис. 12.39, 6) J, = (U, — U,)/R., и входное со- 
противление с учетом (12.69) 

__ От р и-ЕТЕ- иа/Кк __ 
К =, =Кь 1-Ниа/Юк ~~ Re (и I) (12.71) 

получается намного больше сопротивления К. = Rox. Следовательно, 
катодный повторитель обладает очень высоким входным и малым вы- 
ходным сопротивлением, поэтому он применяется для согласования 
источника, имеющего большое внутреннее сопротивление, с малоом- 
ной нагрузкой. Выражения (12.70) и (12.71) подтверждают выводы 
$ 12.11. 

Операционные или решающие усилители 

. Операционные усилители, применяемые в аналоговых вычисли- 
тельных устройствах, представляют собой усилители напряжения по- 
стоянного тока, каскады которых связаны между собой непосредственно 
(без емкостей связи), с очень большим коэффициентом усиления (по- 
рядка 10°) и параллельной обратной связью. Однолинейная блок- 
схема операционного усилителя изображена на рис. 12.40, а где Z, 
и Z, — сопротивления ветви обратной связи и последовательной ветви. 

В случае пренебрежения входным током усилителя с коэффициен- 
том усиления —К = 05/0. для тока, протекающего по сопротивле- 
ниям Z, и у, имеем 

__ 1 — Оз _ Из— =. (12.72) 

Отсюда, исключив предварительно Из = —05/К и учитывая, что 
KS 1, найдем общую функцию усиления цепи: 

А A= FF = — JRE (12.73) 

326



Если выполняется условие К | 7.| >| 2,|, то функция передачи 
операционного усилителя 

А = — 7/7 (12.74) 

определяется только отношением сопротивлений двух пассивных двух- 
полюсников. Из (12.72) видно, что выражение (12.74) соответствует 
пренебрежению величиной Из по сравнению 2, 
с величинами U, и Uy. 

Рассмотрим частные случаи. и 2 0. 
1. При Zo = Ro H 71 = R, (рис. 12.40, 6) 

функция передачи вещественна и отрицательна, а) 
так что Ro 

U,=— (КК. (12.75) и В U, 

Получается так называемый инвертирующий 5) 
усилитель, который изменяет полярность вход- р 
ного напряжения. ы 

] R 2. При Z=—- 4 Z,=R, (рис. 12.40, 8) go Ue 
0 

получаем интегрирующий усилитель, у которого 8) 

“ —1 R R Ив Ц. (12.76) gu : 
ont Us» Rip 0, 

3. Источник напряжения с сопротивлением R, Uy Bn 
и напряжением U, предыдущих схем можно 
рассматривать как источник, эквивалентный 
нескольким параллельно соединенным источни- Рис. 12.40 
кам с сопротивлениями Ay, и напряжениями Uj, 
(рис. 12.40, г). Преобразовав указанные источники в эквивалентные 
источники тока, получим 

Ri=NRe И! =К УХ Иш/Юи. 

2) 

Подставив эти значения в (12.75): 

U,= ~~ Ro У О Каь == ОКУ — ОИК К — ‚о 

получим суммирующий и инвертирующий усилитель. Аналогично по- 
лучается суммирующий и интегрирующий усилитель. 

Операционные усилители позволяют производить линейные мате- 
матические операции суммирования, дифференцирования и интегри- 
рования, которые применяются при записи линейных дифференциаль- 
ных уравнений. Поэтому с помощью операционных усилителей при 
соответствующем их соединении можно создать электронную модель 
дифференциального уравнения, в которой аналогами зависимого и 
независимого переменных уравнения служат соответственно напряже- 
ние и время. 

Операционные усилители являются основными элементами ана- 
логовых вычислительных машин, выполняющих интегрирование диф- 
ференциальных уравнений. 
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Покажем возможность построения решающей модели из операцион- 
ных усилителей на простейшем примере линейного дифференциаль- 
ного уравнения второго порядка: 

Составление схемы начинается с решения уравнения OTHOCH- 

тельно старшей производной: 

d2x palo ay — age. (12.77) 

Если в качестве первого усилителя принять суммирующий и интег- 
рирующий усилитель, то получим схему, показанную на рис. 12.41: 
на входе имеем функцию правой части уравнения (12.77), а на выходе — 
интеграл от левой части, т. е. первую производную со знаком «минус». 

= 

Рис. 12.41 

Это напряжение подается на вход первого усилителя и на вход второго 
интегрирующего усилителя; на выходе последнего получаем искомую 
функцию, которая после обращения полярности с помощью третьего 
инвертирующего усилителя подается.на вход первого усилителя. 

Значения коэффициентов устанавливаются с помощью переменных 
сопротивлений, а начальные условия — при помощи заряда конденса- 
торов интегрирующих усилителей. После запуска модели, производи- 
мого включением напряжения, соответствующего внешнему воздей- 
ствию } (1, на экране осциллоскопа наблюдаются искомая функция и 
ее производные. 

Наряду с генераторами различных видов функций, представляю- 
щих внешние воздействия, аналоговая вычислительная машина со- 
держит также устройства нелинейных функциональных зависимостей, 
необходимые для моделирования нелинейных уравнений. 

Система автоматического регулирования 

Наиболее широкой областью применения обратной связи является 
автоматическое регулирование физических процессов в различных 
технических устройствах, называемых объектами регулирования. 
Задача автоматического регулирования состоит в поддержании по- 
стоянства (или изменения по заданному закону) некоторой регулируе- 
мой величины, характеризующей выход объекта и зависящей от регу- 
лирующей величины, характеризующей вход объекта. 
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Автоматическое регулирование осуществляется с помощью регу- 
лирующего устройства. Сравнивая измеренную на выходе регулируе- 
мую величину с заданной опорной величиной, регулирующее устрой- 
ство при появлении отклонения (рассогласования) воздействует на 
регулирующую величину на входе, и, изменяя регулируемую величину, 
устраняет отклонение. 

Регулирующее устройство, или регулятор, обычно содержит из- 
мерительное и сравнивающее устройства, а также исполнительное уст- 
ройство, необходимое для обеспечения регулирующего воздействия 
с достаточным уровнем мощности. р 

Как объект, так и регулирующее 4 [ 

устройство могут подвергаться раз- +f Г] | | 
личным внешним воздействиям (BO3- -T Up Re г] ‚? 
мущениям) — регулярным и случай- Г 
ным, которые и вызывают рассогла- 
сование, устраняемое действием ре- 
гулятора. 

Системы автоматического регули- 
рования обычно состоят из взаимно 
связанных’ устройств ‘различной фи- 
зической природы — электрических, 
механических, тепловых и т. п. 

Проиллюстрируем сказанное на 
примере простой чисто электрической 
системы автоматической стабилизации Е + КЕ [acu eet | 02 
постоянного напряжения. На рис. ‘ a 
12.42, а показан объект регулирова- BU, 20 
ния — схема питания нагрузки, пред- [Измерительное 

в _ устройство ставленной сопротивлением Ю. и ем 
костью C,, от источника постоянного 6) 
напряжения Uy, с внутренним сопро- Рис. 19.49 
тивлением Ro. 

Задача регулирования состоит в поддержании постоянства напря- 
жения на нагрузке, которое может изменяться вследствие колебаний 
или пульсаций АЦ, напряжения источника и падения напряжения 
AUp = Ю.А! в сопротивлении Ry при изменении тока нагрузки. Обе 
причины должны рассматриваться как внешние возмущения. 

На рис. 12.42, 6 показана принципиальная схема системы автома- 
тической стабилизации напряжения с помощью триода, включенного 
в цепь последовательно и компенсирующего изменения выходного 
напряжения. 

Регулирование производится подачей на сетку усилителя напря- 
жения в, равного разности между напряжением на нагрузке, измеряе- 
мым с помощью делителя, и опорным напряжением высокостабильного 
источника постоянного напряжения Ё. Установка нужного уровня на- 
пряжения U, производится с помощью делителя. Устройства измере- 
ния (делитель) и сравнения, вспомогательный усилитель н триод об- 
разуют регулирующее устройство. 
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Составив схему замещения для приращений сигналов, можно убе- 
диться в том, что описанная схема является катодным повторителем. 

Если рассматривать схему как систему регулирования, то для нее 
можно составить замкнутую функциональную блок-схему, изображен- 
ную на рис. 12.42, в. Для объекта регулируемой выходной величиной 
является переменная составляющая AU, выходного напряжения, а 
управляющей входной величиной — переменная составляющая AU, 
напряжения на триоде. Как следует из рис. 12.42, а функция передачи 

ole | 
OTT AU, 1-ЮиЮ 8 (R1C2/1 + Ry/Re) +1 

Если функции передачи измерительного устройства и усилителя 
(включая триод) принять вещественными и равными В и К, то функция 
передачи системы с отрицательной обратной связыо по отношению к 
внешнему возмущению AU, = AU, + АО» будет равна 

НА _ fo _ В 
AU, ТН,  Т-ЕВКНо’ 

Обратная связь уменьшает степень влияния возмущения в 1--ВКН. 
раз: при |ВКН. | »1 переменная составляющая AU, = НАЦ, < 
< AU, = H,AU,. 

В данном примере регулирующий и возмущающий сигналы прило- 
жены к одной точке блок-схемы (переменные составляющие AU u AU, 
действуют в одном контуре). В общем случае они могут приклады- 
ваться к различным точкам. 
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